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f°¨®~frf
fefe~DyznJtwp:u~v¢Otwufr RtvMxOtuyqDafÁ^xyfesu~^twÁ^~f¢feexwvzpfr>sonJqDafe|u~Df Y¯¬Mp:§¶fexx3Mp
^|u~DdGvOufexufrpe~DtuqDtwvM¨ÆvM~qDaf:|uufe~Dxnotuy°QnO^dtw¢^xËpnOpDqfed<¯xwf¢MQtuyu~fretwpfexn<qv
½ÇLvMq ² ¤ªÅÈ¬vMxqfe~D~pDnQpDqfed<´
@vMQª×¾@tsuspbpDq^qfrp3^~f7rvMpDtwufe~fr°t°pfreqDtwvM<Q´(h«  «¯Ofrrfrpp^~Dn^°pD|  etwfeoqrvMQt­ª
qDtwvMp©¨ÆvM~©~fefe~pDtsutxtqÂn§3afe~fyztfe;¯sonGtwufeqDt ¢^qDtwvM<v^¨¨Æ^dtxnGv^¨;tufeBfeufeq3enQexwfrp
t.qDaf½pDq^qf	yz~^ua;¯¨ÆvM~§3autwavMxdGvMyvM~v¢ ßpe~Dtqfe~DtÁa¢f½qvÁsf:¨R|ux xxwfrZ´/¼>fu|u~p|f
qDautwp½^^xnQpDtwp¢¯sn>pDav¹§3tuyqDa^q	t~D~fefe~pDtsutxtq«n»vore|u~p½Mp	<~frpD|uxqv^¨3^~DqDtwexwfÁe|u~D~feqp
^qDqMafrGqvqDafrpfenOexwfrp¹´"µ rvMufreqDtwvMsBfeq«§³frfe~fre|u~ptwvMGu~vMfe~DqDtwfrp¹¯ovM~Dtyzt^qDtuyd¤ª
qD~Dt­Ä<pvMx|uqDtwvMp¹¯^<^~DqDtwexwfenOexwfrptqDafpDq^qfYªÅyz~^uatwp¨®vM|uZ¯§3tqDaqDaf/toqD~voQ|eqDtwvM
v^¨¶xwvovMJe|u~D~feqp¹¯;vM.qDaf½^^xwvMyzn§3tqDaJfexwfreqD~Dtwet~e|utqp¢´:`bafrpf~fre|u~ptwvMp/^q7Qtwpe~feqf
xwfefexbrvMufreq½qvMyfeqDafe~½tz^~Dt^q½dGf¢MpD|u~frpv^¨pDnQpDqfedGp	v^¨pDt&¢f
N
^ v^¨pDt&¢f
N − 1 ¯^.qDafentvMxfGrvOf  etwfeqp:qv°§3autwaJ§³f^suxwf½qvÁyztfGÁdGf¢^utuyºtJqDaf	É|utw.xtdtq¢¯
Mp
N → ∞ ´¼ tqDaqDafafexv^¨;qDaf¨R|ueqDtwvM^xZ^uu~vMa;¯QqDafrpfpDqD~D|eqD|u~^xBrvMpDq^qp3^~fpav¢§3>qv°sBf½d^ufr¿vMqvºqDafGrvMpq^qp/toqfe~Dfeutuyt>qDafÇLvMq ² ¤ªÅÈ¬vMxqfe~D~pDnQpDqfedGp
ufrpe~DtsutuyqDafÉ|utw xtdtqp¢´.¼>fÁfYÄOqfe qDafÁtqfe~^qDtf°pafedGf°u~vOrfrQ|u~fÁtutqDt^qfr9t
   (^ufefexwvMBfr<t   «¯§3autwavM~Dtyzt^xxnrvMrfe~DfrvMuxnºqDaf:pDqf¢MQnoª«pDq^qf:~feyztdGfz´
hÂ9¨ÅMeq¢¯©qDautwppafedGf^xwpv>^xxwv¢§ |pGqvJfYÄQu~frppGt qD~^pDtwfeoq~feyztdGf^~DqDtwexwfYª«e|u~D~feqp
t¿qfe~DdGp:v^¨ufeqfe~DdtutwpDqDtw^~DqDtwexwfufepDtqDtwfrp :qDautwp:twp°dGfe~frvMpfr{o|ferfv^¨°x¢§v^¨
x^~Dyf|udsfe~p¹´µbq@xwf¢MpDq§3afeqDaf	Qt­±|pDtwvM.p¢^xwf:twptwufeoqDtw¢^xË¨®vM~7^xxL^~DqDtwexwf½pDBfretwfrp¢¯
xwvO¢^xBrvM~D~fex^qDtwvMp^~f¨®vM|uqv	sf7^spfeq¢´©h«ÁqDafxMpqbpfreqDtwvM<O¯O§³f@vMspfe~DfqDa^qbxwvO¢^x
fr{o|utxtsu~Dt|ud q ² frpuxMrf	^q@~^utwqDtdGfYª«p¢^xwfz¯rvMd^~frqvGqDaf:Qt­±B|pDtwvMqDtdGf/§3autwa
twpqDaf/^qD|u~^x(p¢^xwfv^¨©qDaf:pnOpDqfed<´h«qDafpDut~Dtq7v^¨¬qDaf	pDqD|QnºdMuf:t   «¯§¶f	vMsuq^t
qDafÇL^yz~^uyzt^ ufrpe~DtsutuyqDaf½É|eqD|^qDtwvMp	v^¨e|u~D~feqp¢¯(^¿§¶f^^xn)&¢fGqDaf~fex^qfr
Ì7^dtxqvMQª«MrvMsut"fr{|^qDtwvMp¢´
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`bafpDnOpqfedArvMpDtwpDqp¬v^¨;^vM~Dtwfeqfr^qDafedsfruufrt@sutwQtdGfepDtwvM^xd^ut­¨®vMxwZ¯§3tqDa
N
pDqfep@v^¨¬fr{|^x"pDt&¢fz¯f¢MavMfsfetuyÁavzpfe.^dGvMuy°Qtwpe~feqf:pfeqv^¨
n
BvzppDtsuxwf/vM~Dt­ª
feoq^qDtwvMp¢¯©Q~¢§3 ¨R~vMd qDafÁpfeq {2kπ/n, k = 0 . . . n − 1} v^¨@^uyzxwfrp½§3tqDa pvMdGfyztfevM~Dtyzt;´`bafpDqvOaMpqDtwQnO^dtwrpt¿¨®vM~rfrvMpDtwpDqpt»QtwpDuxMetuy.vMfptuyzxwfBvMtq^q
ºqDtdGfG§3tqDavM|uq:su~f¢ ² tuyqDaf^qDa;¯L§3autxwf ² frfeutuy^xx¶xt ² p:§3tqDaut¿qDafGpfeqv^¨MQdtwpDª
ptsuxwfvM~Dtwfeq^qDtwvMp¹´hÂ¿qDautwp	vMfe~^qDtwvM;¯¬q«§¶vxt ² p	^~fÁpDtd:|uxq^frvM|pxn¿QtwpDuxMrfrZ´`bautwp
rvMpqD~^tp/{|utqfpqD~vMuyzxnqDaf½BvzppDtsuxwfQnO^dtw¢^x(~D|uxwfrp¢¯;§3autwa»^~f½yztfeJtJqfe~DdGp/v^¨
,   
	"!:sfeqÂ§¶frfervMpfre|uqDtfxt ² p¢´
ÊvM~^n
n
¯Q§¶f/¢^uff
XkX l
λkl

λlk
X lXk, k ∈ [1, n], k 6= l, ÆQ´  
§3autwa.tqDaf½pfr{o|fex§3txx"sBfpvMdGfeqDtdGfrp7~fY¨Æfe~D~frqv°Mp7xwvo¢^x(fYÄua^uyf	u~vorfrpp¢´hÂq@twp
frrfrpp^~DnqvQtwpe~Dtdt^qfGsBfeq«§³frfe
n
vou»^
n
fefe;´hÂufrfrZ¯Z¨ÆvM~
n = 2p
¯LqDafe~ftwp
^vMqDafe~pfeqv^¨"BvzppDtsuxwfpqvoaMpDqDtw~D|uxwfrp 









XkX l
λkl

λlk
X lXk, k = 1, . . . , n, l 6= k + p,
XkXk+p
γk

δk+1
Xk+1Xk+p+1, k = 1, . . . , n.
ÆQ´à 
`baf	QtwpDqDteqDtwvMJtwp7pDtduxnQ|fqvÁqDaf:u~frpferfz¯¨®vM~7fefe
n
¯v^¨  
	 RqÂ§¶v°rvMpfre|uqDtf
xt ² p¬§3tqDaÁvMuvzptqfQt~freqDtwvMp Y¯O§3autwaÁdrn½|uufe~Dyv	Qt­±Bfe~feoq¶qD~^pDtqDtwvM~D|uxwfrp¢¯oxwf¢MQtuy
qv3~Dtwafe~QnO^dtwrp¢´`baf¬pfeq;v^¨QqD~^pDtqDtwvMpL~^qfrp {λkl} ~feu~frpfeoqLqDaf(~^qfrpLv^¨QfYÄua^uyfsBfeq«§³frfeqÂ§¶vrvMpfre|uqDtf/xt ² p¢¯Q§3autxwfqDaf
γk
ßp^
δk
ßprvM~D~frpvMqv½qDaf~vMq^qDtwvMv^¨
¨ÆvMxw°qvqDaf~DtyzaoqvM~qv½qDafxwfY¨®q¢´
      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`baf ~pDqËfexwfedGfeq^~Dn^	dGvzpDqËpDqD|Qtwfr½fYÄu^duxwfbtwp"qDaf³pDtduxwfbfYÄQex|pDtwvM½u~vOrfrpp¢¯^§3autwa
¤¨®qfe~d^uutuyG^~DqDtwexwfrp@vMqvGxt ² prvM~D~frpDvMupqvvMfYª«QtdGfepDtwvM^xÉ|eqD|^qDtuytqfe~jª
¨ÅMrfz´bh«qDa^q¢Mpfz¯§¶f:ptduxnºarf½½sut^~Dn^xua^sfeq¢´3ÇLfeqDqDtuy
X1 = τ
^
X2 = τ̄
¯
qDaf7~f¢MeqDtwvMp~fe§3~Dtqf
τ τ̄
λ−

λ+
τ̄ τ,
§3afe~f
λ±
twp3qDafqD~^ptqDtwvM<~^qf7¨ÆvM~3qDafb×|ud<v^¨¬½^~DqDtwexwfqvGqDaf7~DtyzaqvM~3qvGqDaf7xwfY¨Rq¢´
    " 	 	      	"
     
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Ì@fe~fqDaf/fevMx|uqDtwvMv^¨"qDaf/~^uvMd$§³^x ² twp~frpDqD~DtweqfrºqvqDafqD~Dt^uyz|ux^~@x^qDqDtwrfz´©µ xt ²
®vM~@pDqfe3v^¨¬qDaf:§³^x ² twpfetqDafe~
1
¯
e2iπ/3
vM~
e4iπ/3
¯^{o|utqf/^qD|u~^xxn§3txxsBf:p^twqv
sBf:v^¨¬qÂnoBf:µ	¯g ^  ¯~frpDfreqDtfexn´`bautwprvM~D~frpvMup@qvGqDaf	pv^ª«¢^xxwfr.  
 #­¯
ptrfqDafe~ftwp3:rvOQtuyson
3
ªÅxwfeqDqfe~^xua^sBfeq¢´¬`baf@pfeq³v^¨  	"!!
	"! ®vM~¶~f¢MeqDtwvMp¬twp
yztfesn
AB
λba

λab
BA, BC
λcb

λbc
CB, CA
λac

λca
AC,
ÆQ´  
§3afe~fGqDaf~^qfrp:^~f^~DsutqD~^~Dn.BvzpDtqDtf½|udsfe~p¢´µxwpv°§¶ftdBvzpf   
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 "¶vM:qDaf³p^duxwf©^qDap¢´`bautwpdGvOufexo§bMp ~pDqtqD~vOQ|rfr	t   Ot:qDaf³rvMqfYÄQq
v^¨^~DqDtwexwfrpË§3tqDa½fYÄuex|pDtwvM;¯^Z¯^¨ÆvM~"pvMdGf³¢Mpfrp"rvM~D~frpvMQtuy7qv@~fefe~pDtsutxtq«n¯o7¾7tsusp
¨ÆvM~DdÀaMp3sBfrfeº¨ÆvM|u°t! 	 «´
   ,
  !    
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`bautwpdGvoufexL§³MptqD~vOQ|rfr<t!   qv^^xn'&¢fpDqvOaMpDqDtw/QtwpqvM~DqDtwvMpv^¨©½§b^x ² tqDaf
p{|^~fx^qDqDtwrfz¯;^¨R~vMd v¢§vM.§3txxËsf~fY¨®fe~D~frqv°Mp@qDaf {τaτb} dGvOufexÅ´µpp|udtuyxt ² p^~frvM|uoqfe~exwvo ² §3twpf	vM~DtwfeqfrZ¯qDaf7¨ÆvMxxwv¢§3tuyqD~^ptqDtwvMp¢^ºq ² fuxMrfz´
AB
λba

λab
BA, BC
λcb

λbc
CB, CD
λdc

λcd
DC, DA
λad

λda
AD,
AC
δbd

γac
BD, BD
δca

γbd
CA, CA
δdb

γca
DB, DB
δac

γdb
AC.
¼>fpqD|Qtwfr½~vMq^qDtwvM<toM^~Dt^oqfe~pDtwvMv^¨ËqDautwpdGvOufexÅ¯Q^dGfexn°§3afe











λ+ = λab = λbc = λcd = λda,
λ− = λba = λcb = λdc = λad,
γ+ = γac = γbd = γca = γdb.
γ− = δac = δbd = δca = δdb.
ÆQ´  
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 ffqDaf7d^uutuy
(A,B,C,D) → (τa, τ b) ∈ {0, 1}2 ¯upD|a<qDa^q











A→ (0, 0),
B → (1, 0),
C → (1, 1),
D → (0, 1).
`bafeqDaf/Qno^dtwrp@¢^<sBf7¨ÆvM~Dd:|ux^qfr<tqfe~DdGpv^¨¬rvM|uuxwfrfYÄuex|pDtwvM<u~vOrfrppfrp¢´©`baf
fevMx|uqDtwvM9v^¨qDafÁp^duxwfG^qDa twp:~feu~frpfeqfr sn»^~ ² v¹>u~vOrfrpp/§3tqDa9pDq^qfpMrf
qDaf@pfeqbv^¨
2N
ªÅqD|uuxwfrp3v^¨Lsut^~Dn~^uvMdz^~Dt^suxwfrp {τaj }
^ {τ bj }
¯
j = 1, . . . , N
¯oq ² tuy
qDaf7z^x|f
1
t­¨¬	^~DqDtwexwftwp3u~frpfeoq^
0
vMqDafe~D§3twpfz´¬`baf3×|udº~^qfrpqv½qDaf~Dtyzaq 
+

vM~3qvGqDaf7xwfY¨Rq  − b^~f/qDafeºyztfesn



λ±a (i) = τ̄
b
i τ̄
b
i+1λ
∓ + τ bi τ
b
i+1λ
± + τ̄ bi τ
b
i+1γ
∓ + τ bi τ̄
b
i+1γ
±,
λ±b (i) = τ̄
a
i τ̄
a
i+1λ
± + τai τ
a
i+1λ
∓ + τ̄ai τ
a
i+1γ
± + τai τ̄
a
i+1γ
∓.
ÆQ´à 
@vMq^suxn¯vMfpfrfrp(qDafËj|ud~^qfrp©v^¨;@yztfepfr{o|ferf^~f3xwvO¢^xxnrvMQtqDtwvM^xxnGuffr
sonqDaf:rvMduxwfedGfeq^~Dnpfr{o|ferfz´
       
 
   
    
   
    
   	   
  	
	

  "!$#%&')(*+,-/.01&(+,-
ÊvM~sBvovMxwf¢^ z^~Dt^suxwfrp¢¯qDafÊvM|u~Dtwfe~°qD~^pj¨ÆvM~Dd q ² frpº>fe~Dn&pDtduxwf¨®vM~Dd<´ Ç;feq
s ∈
{−1, 1} ^ f : s → f(s) G~f¢^xLz^x|fr<¨®|ueqDtwvM;´  |f/qvqDaf:sBvovMxwf¢^^qD|u~fv^¨ s ¯ fq ² frp7vMuxn<qÂ§¶vÁz^x|frp¢¯
f(±1)  = f±1
¯yztOtuy°~Dtwpf:qvqDaf:¨®vMxxwv¹§3tuyºsut^~DnufrrvMdvzpt­ª
qDtwvM;¯
f(s) =
s+ 1
2
f1 +
1 − s
2
f−1 =
f1 + f−1
2
+
f1 − f−1
2
s.
 ^xx
τ ∈ {0, 1} qDaf.Q|^xz^~Dt^suxwfJv^¨ s ¯@^ g : τ → g(τ) ¯@§3autwa)MQdtqpv^¨:qDafufrrvMdBvzpDtqDtwvM
g(τ) = τ̄ g0 + τg1,
ÍRÎ"ÏLÍ®Ð
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
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,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  
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" 
 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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
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
§3tqDa
g(0) = g0
^
g1 = g(1)
´¶g³nÁufutqDtwvM;¯
g
twp3qDaf/ÊvM|u~Dtwfe~qD~^pj¨ÆvM~Dd$v^¨
f
t­¨





g0
 = 1√
2
(f1 + f−1),
g1
 = 1√
2
(f1 − f−1).
`baf/~fex^qDtwvM<sfeqÂ§¶frfe
f
^
g
¢^<sBf7~fe§3~DtqDqfetºqDaf7¨ÆvM~Dd
f(s) =
1√
2
∑
τ∈{0,1}
(τ̄ + τs)g(τ),
g(τ) =
1√
2
∑
s∈{−1,1}
(τ̄ + τs)f(s).
  ´  
g³nÁxwfeqDqDtuy
τ̃ = s−12
¯QqDaf ² fe~Dfex
τ̄ + τs
q ² frp@^xwpv½qDafdGvM~f/rvMofeqDtwvM^x¨®vM~Dd
τ̄ + τs = eiπτ τ̃ ,
`bautwp/¨®vM~Dd^xtwpd f¢MpDtxn¿^uuxn.qv<qfe~D^~DnJz^~Dt^suxwfrp¢¯"snJrvMpDtwufe~DtuyqDaffetyfepq^qfrpv^¨
qDaf.Bfe~Dd:|uq^qDtwvM vMfe~^qvM~
σ
ÆMeqDtuy&vM qDaf.z^x|frp<v^¨½qDaf.M^~Dt^suxwfrpY¯
s
sfetuy qDaf
rvM~D~frpvMQtuyfetyfeoM^x|fz´
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  &/
	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¼ tqDa/qDaf(afexv^¨OqDaf(u~frrfrQtuy¨®vM~Dd^xtwpd<¯¹qDafË¨ÆvMxxwv¢§3tuyu~vMvzptqDtwvM:nOtwfexwupL^:vMBfe~^qvM~
~feu~frpfeq^qDtwvM<¨ÆvM~qDaf7sM ² §b^~<yfefe~^qvM~v^¨ËqDaf ºQnO^dtwrp¢´
   &  	

  {τi, i = 1 . . . N}
 "  {τ̄i, i = 1 . . . N}    
  2N ,
 
	 	"	!       
	 
 "  	  #  	    
  
∀i ∈ {1 . . . N}
{
τiτi = τi,
τiτ̄i = 0,
V(N) " 
 "    !"  
  
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	  
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   	,, N "    0	  
  	 
 {σi, i = 1 . . . N}
,    
  
    
	'  "  
	" V (N)       
	 	"
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P ∈ V (N)  σiP

   "$   !  	" 	" 
τi
	" 
τ̄i
"
P
      " 	" "  
 " 
 
   	    
" !  "  " 
  V(N)  	"     #"$   
 .  	   
	
G =
N
∑
i=1
gi+ 1
2
,
  ´à 
  
gi+ 1
2
= λ+(σiσi+1 − 1)τiτ̄i+1 + λ−(σiσi+1 − 1)τ̄iτi+1
= τ̄iτi+1(λ
+σiσi+1 − λ−) + τiτ̄i+1(λ−σiσi+1 − λ+),
§3afe~f
λ±
^~fqDafqD~^ptqDtwvM~^qfrp³v^¨L^~DqDtwexwf©×|udqv/qDafxwfY¨®q Tª (vM~¶qv/qDaf~Dtyzaq  Y´
µbqqDautwpÁvMtoqtqtwp|pfY¨®|uxqv¿tqD~vOQ|rfqDafQ|^x7pDMrfv^¨ Ṽ(N) v^¨ V(N) ¯bqDafpfeqv^¨¨®|ueqDtwvMp"v^¨ {si ∈ {−1, 1}, i = 1 . . . N} ´"µ yztfepDq^qf¶¢^:sBf(tQt­±Bfe~feoqDxn/~feu~frpfeoqfrson/^fexwfedGfeq
P ∈ V (N) vM~ P̃ ∈ Ṽ(N) ´LgbvMqDa	^~f©~fex^qfr/qDau~vM|uyza	qDaf©ÊvM|u~Dtwfe~"qD~^pj¨ÆvM~DdGp
P̃ ({s}) =
∑
{τ}
N
∏
i=1
1√
2
(τ̄i + siτi)P ({τ}),
P ({τ}) =
∑
{s}
N
∏
i=1
1√
2
(τ̄i + siτi)P̃ ({s}).
@pDtuy qDafrpf~feu~frpfeq^qDtwvMp¢¯tqÁtwpqDafe BvzppDtsuxwfqv¿§3~DtqfJ»pafedGf.fYÄQu~frppDtuy qDaf
QnO^dtwrpv^¨"qDaf/pDnQpDqfed<´
 !/!  	
  
 
P (τ, t) ∈ V (N)     
 .  !      t 	"  P̃ (s, t) ∈ Ṽ(N)  
	 . 	"! 
	  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 
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  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 
 
  







P ({τ}, t+ δt) =
∑
s
ei
π
2
PN
i=1 τi(1+si)+δtG̃(τ,s)P̃ ({s}, t),
P̃ ({s}, t+ δt) =
∑
τ
ei
π
2
PN
i=1 τi(1+si)+δtG(s,τ)P ({τ}, t),
ÍRÎ"ÏLÍ®Ð
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  
G(s, τ) =
N
∑
i=1
(
sisi+1 − 1)
(
λ+τiτ̄i+1 + λ
−τ̄iτi+1
)
,
G̃(τ, s) =
N
∑
i=1
τ̄iτi+1
(
λ+sisi+1 − λ−
)
+ τiτ̄i+1
(
λ−sisi+1 − λ+
)
.
  "!0	 	"    	!          ! 







∑
s
ei
π
2
PN
i=1 τi(1+si)+δtG̃(τ,s)G̃(τ, s)P̃ ({s} = 0,
∑
τ
ei
π
2
PN
i=1 τi(1+si)+δtG̃(τ,s)G(s, τ)P ({τ} = 0.
hÂ»pvMdGfpDtqD|^qDtwvMp¢¯"qDaf°^sv¹frvMQtqDtwvMprvMrfe~Dutuy.pDqf¢MQn>pDq^qfÁQtwpDqD~Dtsu|uqDtwvM drn
u~v¹f/rvMfeutwfeoq¢´¶ÊvM~tpDq^rfz¯½pfeqv^¨ËpD|  etwfeoqrvMQtqDtwvMptwp3yztfe<sn
∑
s
[τi+1 − τi][λ−si+1 − λ+si]P̃ (s) = 0, i = 1 . . . N,
∑
τ
[si+1 − si][λ+τiτ̄i+1 − λ−τ̄iτi+1]P (τ) = 0, i = 1 . . . N.
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
 	  '   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n
! +
ÊvM~3qDafp ² fv^¨"pDtduxtwetqÂn¯§³f7~frpDqD~DtweqvM|u~pfexfrp3qv½qDaf¢Mpfv^¨(^<vou<^xua^sBfeq¢¯u§³fe~f
~f¢MeqDtwvMp/Q´  rvMpDtwpDqp@vMuxn<t.fYÄQa^uyztuyºfetyzasBvM|u~DtuyºxwfeqDqfe~p¢´7Ç;feq
σi
~feu~frpfeoq7qDaf
et~e|ux^~fe~Dd|uq^qDtwvM.^dGvMuyGqDaf7BvzppDtsuxwf7xwfeqDqfe~p@^q	yztfepDtqf
i
¯
(X1i , X
2
i , X
3
i . . . X
n
i ) → (Xni , X1i , X2i . . . Xn−1i ).
µ@psfY¨ÆvM~fz¯ V(N) twpqDafpfeqÁv^¨/¨®|ueqDtwvMp°v^¨ {X1i , X2i , X3i . . . Xni , i = 1 . . . N}
§3autwa
MeqD|^xxnº~frQ|rfrp@qvÁ½avMdGvMyfefrvM|p7vMxnOvMdt^xL~Dtuy¯Q|f/qvqDaf/sut^~Dnº^qD|u~f	v^¨©^xx
z^~Dt^suxwfrp^ºqDaf:fYÄQex|pDtwvMrvMpDqD~^tq
∀i ∈ {1 . . . N}, Xki X li = X liδkl.
ÏÏ$Ö! "#"
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lotdtx^~u~vMfe~DqDtwfrpavMxw ¨ÆvM~ Ṽ(N) MpqDafpfeqv^¨¨®|ueqDtwvM v^¨ {X̃1i , X̃2i , X̃3i . . . X̃ni , i =
1 . . . N} ´7`bafÊvM|u~Dtwfe~qD~^pD¨®vM~DdGp@sBfeq«§¶frfeJqÂ§¶vÁ~feu~frpfeoq^qDtwvM P ^ P̃ v^¨¶qDaf	p\^dGfpq^qf7v¢§)~f¢Mup
P̃ ({X̃}) =
∑
{X}
N
∏
i=1
1√
n
exp
(2iπ
n
N,n
∑
i=1,k,l=1
klXki X̃
l
i
)
P ({X}),
P ({X}) =
∑
{X̃}
N
∏
i=1
1√
n
exp
(
−2iπ
n
N,n
∑
i=1,k=1
klXki X̃
l
i
)
P̃ ({X̃}).
µ@p³¨ÆvM~3qDafyfefe~^qvM~¢¯§³fyfeqQt~freqDxn¯Q¨ÆvM~^<vOu
n
¯
G =
N
∑
i=1
n
∑
k,l
λkl
(
σiσi+1 − 1
)
X liX
k
i+1 =
N
∑
i=1
n
∑
k,l
X liX
k
i+1
(
λklσiσi+1 − λlk
)
.
`baf:Qno^dtw¢^xLpafedGftwp3qDafeyztfe<sn







P ({X}, t + δt) =
∑
X̃
e−
2iπ
n
P
i,kl klX
k
i X̃
l
i+δtG̃(X,X̃)P̃ ({X̃}, t)
P̃ ({X̃}, t+ δt) =
∑
X
e
2iπ
n
P
i,kl klX
k
i X̃
l
i+δtG(X̃,X)P ({X}, t),
§3afe~f
G(X̃,X) =
N
∑
i=1
n
∑
k,l,k′,l′
λkl
(
e
2i(k′+l′)π
n X̃k
′
i X̃
l′
i+1 − 1
)
Xki X
l
i+1,
G̃(X, X̃) =
N
∑
i=1
n
∑
k,l,k′,l′
(
λkle
2i(k′+l′)π
n X̃k
′
i X̃
l′
i+1 − λlk
)
X liX
k
i+1.
¼>fpfrf7qDa^qqDautwppafedGf:^xxwv¢§pqv½§3~DtqfqDafqD~^pDtqDtwvM^duxtqD|uf¨®vM~pq^qf/^q3qDtdGf
t
¯orvMQtqDtwvM^xxnºvMÁqDaf7pDq^qf^q³qDtdGf
t0
¯uMpb	pD|ud v¢fe~3^qDa°t°qDaf7pDMrf
(X, X̃)
§3tqDa
fYÄQBvMfeqDt^xZ§¶fetyzaoqDtuyG¨ÅMeqvM~p¢¯O§3autwa<dtyzaoq3sf7pD|utq^suxwf@¨ÆvM~³yfeqDqDtuyMpDnOduqvMqDtwxtdtqp
¨ÆvM~3x^~Dyf
N
´
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µvMqDafe~³vzpptsutxtq«nGqv½Mautwfef@qDaf@p^dGfyv^xÅ¯O^dGfexnGqvufe~Dtf/yfefe~^qDtuy	¨®|ueqDtwvM
¨ÆvM~"qDaf¶QnO^dtw¢^xfevMx|uqDtwvMv^¨qDafbpDnOpqfed<¯¤twpqv7rvMpDtwufe~(pDMrfYªÅqDtdGfbp^duxwfrpËv^¨sut^~Dn
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z^~Dt^suxwfrp¢¯;^.qvÁtdBvzpfrvMpDqD~^tqp:vMJqDafrpf	M^~Dt^suxwfrp¢¯LpvÁqDa^q@qDafen.rvM~D~frpDBvM.qv
^MQdtwppDtsuxwf/fevMx|uqDtwvMv^¨ËqDaf/p^duxwf/^qDa;´
	
 
      0   
ÊvM~ºqDafJp ² f.v^¨	pDtduxtwetqÂn¯7§¶f.§3txx~frpDqD~Dtweq<vM|u~pfexfrp<qv»qDaf  ·pnOpDqfed ¨ÆvM~°qDaf
pfeqjªÅ|u ºpDMrfYªÅqDtdGf¨ÆvM~Dd^xtwpDd<´°`bafpD|udGp:§3txx©sBfq ² fe»v¹fe~	^xx©BvzppDtsuxwfGu~vorfrppfrp
{τ ji ∈ {0, 1}}
¯arOtuy
0
vM~
1
^~DqDtwexwf3^q"pDtqf
i ∈ {1 . . . N} ^½Qtwpe~feqDt&¢fr	qDtdGfYª«pDq^d
j ∈ {1 . . . M} ´Ë¼ afeÁrvMptwufe~DtuyqDaf^~DqDtqDtwvMÁ¨®|ueqDtwvM;¯Q§¶f@arf@qv^qDqMa<	pDBfret §³fetyzaq
w2
f¢MaqDtdGf/^~DqDtwexwf(j|udp(¨®~vMdvMfpDtqf
i
qvqDaf3fYÄQq©vMf
i+1
tqDaf3qDtdGf
toqfe~DM^x
[j, j + 1]
´»`bafe~f<^~fÁexwf¢^~Dxn9MuQtqDtwvM^xrvMpDqD~^toqp¢¯©pDtrfº^xxbu~vOrfrppfrp^~f
vMq3^xxwv¢§³fr (qDaf@vMuxnGvzppDtsuxwfQt­±Zfe~ferfrp³sfeqÂ§¶frfe<pfr{|ferfq ² fe<^q¶qDtdGf
j
^º^q
qDtdGf
j + 1
rvMdGfvMuxn¨R~vMd~Dtyzaoqb×|udp¢¯^~DqDtwexwfrp/feoqfe~Dtuy<qDaf½pDnQpDqfed$¨®~vMdqDaf½xwfY¨Rq
qDt
i = 1
vM~xwf¢rOtuyÁtqqDau~vM|uyza.qDaf/~DtyzaoqqDt
i = N
´3`LvÁrvMf:§3tqDaqDafrpf:rvMpDqD~^toqp¢¯
§³f½tqD~vOQ|rfq«§³v^|QÄQtxt^~Dn fexwup
s
j+ 1
2
i+ 1
2
∈ {−1, 1} ^ σj+ 12
i+ 1
2
∈ {−1, 1} xtOtuy<vM.qDafQ|^xx^qDqDtwrfz´3`bafu|u~DBvzpf:v^¨¬pD|a fexwtwpqvGrvM~D~fex^qfqD~^pDtqDtwvMp7^qpDtqf
i
^ptqf
i+ 1
¯sfeqÂ§¶frfeqDtdGfYª«pq^dp
j
^
j + 1
¯Q§3afe^~DqDtwexwfb×|udp¹´Ë¼>farf
Z =
∑
{T},{S}
F 
∏N−1,M
i=2,j=0
(
τ ji τ
j+1
i
(
1 − w σj+
1
2
i+ 1
2
)
+ τ̄ ji τ̄
j+1
i
(
1 + w σ
j+ 1
2
i− 1
2
)
+ w
(
τ̄ ji τ
j+1
i s
j+ 1
2
i− 1
2
+ τ ji τ̄
j+1
i s
j+ 1
2
i+ 1
2
)
)
,
  ´  
§3tqDa
F 	
ufefeQtuy@vM:qDaf¬sBvM|u^~Dn/rvMQtqDtwvMp¢´ËÊvM~"vMfe/sBvM|u^~Dn¯M§3tqDa:^~DqDtwexwfrp
feoqfe~DtuyqDaf/pnOpDqfed ^qptqf
i = 0
^<ufe^~DqDtuyÁ^qptqf
i = N
¯Q§¶f/vMsuq^t
F  =
M
∏
j=0
(
τ j1τ
j+1
1
(
1 − w σj+
1
2
3
2
)
+ τ̄ j1 τ̄
j+1
1 (1 −A) +Aτ̄
j
1 τ
j+1
1 + wτ
j
1 τ̄
j+1
1 s
j+ 1
2
3
2
)
(
τ jNτ
j+1
N (1 −B) + τ̄
j
N τ̄
j+1
N
(
1 + w σ
j+ 1
2
N− 1
2
)
+Bτ jN τ̄
j+1
N + wτ
j
N τ̄
j+1
N s
j+ 1
2
N− 1
2
)
  ´  
µ@pb/fe~Dt ¢^qDtwvM;¯urvMpDtwufe~pDnQpDqfed§3tqDa°vMuxnpDtqfrp3^vMBfesBvM|u^~DnrvMQtqDtwvMp¢¯
§3tqDa~^qfrp
α, β, λ
¯^~frpDBfreqDtfexn7¨®vM~;tuu|uq¢¯MvM|uqDu|uqË^3j|ud;´@pDtuyqDaf¬sut^~Dn7z^~Dt^suxwfrp
ÏÏ$Ö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qv½§3~Dtqf/qDafd^qD~Dt­Ä<fexwfedGfeqpv^¨ËqDafqD~^pDtqDtwvMvMfe~^qvM~¢¯§¶fyfeq
P (τ1, τ2, t+ dt) = P (τ1, τ2, t) + dt
∑
τ ′1,τ
′
2
(
α(τ̄ ′1τ1 − τ̄ ′1τ̄1)(τ ′2τ2 + τ̄ ′2τ̄2)
+ λ(τ ′1τ̄1τ̄
′
2τ2 − τ ′1τ1τ̄ ′2τ̄2) + β(τ ′2τ̄2 − τ ′2τ2)(τ ′1τ1 + τ̄ ′1τ̄1)
)
P (τ ′1, τ
′
2, t).
ÇLfeqDqDtuy
N = 2
^
w2 = λdt
t   ´  Y¯
A = αdt
^
B = βdt
t   ´   ^pD|uddtuy
v¹fe~;qDaf©^|QÄQtxt^~Dn7M^~Dt^suxwfrp
s
^
σ
¯^vMf¬afr ² pL~f¢MQtxn7qDaf¬rvM~D~freqLqD~^pDtqDtwvM/¨R|ueqDtwvMp
^~f:vMsuq^tfr^q ~pqvM~ufe~t
dt
´¶µy^t;¯
Z
¢^sf~fr¢Mpqt^fYÄQBvMfeqDt^x;¨ÆvM~Dd<¯uson
|ptuy^y^t<u~vMfe~DqDtwfrpv^¨"sut^~Dn°z^~Dt^suxwfrp¢´
Z =
∑
{T},{S}
F 
exp
(
N−1,M
∑
i=2,j=0
τ ji τ
j+1
i
(
w(σ
j+ 1
2
i− 1
2
− σj+
1
2
i+ 1
2
) − 2 logw + iπ
2
(s
j+ 1
2
i− 1
2
+ s
j+ 1
2
i+ 1
2
+ 2)
)
+ τ ji
(
2 logw − w(σj+
1
2
i− 1
2
+ σ
j− 1
2
i− 1
2
) + i
π
2
(s
j+ 1
2
i+ 1
2
+ s
j− 1
2
i− 1
2
+ 2)
)
+ wσ
j+ 1
2
i+ 1
2
)
,
§3afe~f/qDaf/frQyfrprvMqD~Dtsu|uqDtwvMp^~f7yztfe<son
F  = exp
(
M
∑
j=0
−τ j1τ
j+1
1
(
wσ
j+ 1
2
3
2
−A− logAw + iπ
2
(s
j+ 1
2
3
2
+ 1)
)
+ τ ji
(
logAw −A− wσj+
1
2
3
2
+ i
π
2
(s
j+ 1
2
3
2
+ 1) + wσ
j+ 1
2
3
2
− τ jNτ
j+1
N
(
wσ
j+ 1
2
N− 1
2
+B − logBw + iπ
2
(s
j+ 1
2
N− 1
2
+ 1)
)
+ τ ji
(
logBw +B − wσj+
1
2
N− 1
2
+ i
π
2
(s
j+ 1
2
N− 1
2
+ 1) +wσ
j+ 1
2
N− 1
2
)
.
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`bafqDaut~dGfeqDavo§¶f@u~vMBvzpfqv	ufeutweqbqDafQnO^dtwrpbv^¨;qDafpDnQpDqfedtwp¶Qt~freqDxnGsMpfr
vM.pDqvOaMpDqDtw½fr{o|^qDtwvMprvoQtuy	j|udqDtdGfrp/Mp@tufeBfeufeqtoqfe~MeqDtuy}vMtwppvM.u~v^ª
rfrppfrp¢´
	
 	
  '  !  +, '  (+,!
`baf~^uvMdAqfexwfeyz~^uau~vOrfrpp(twp©qDtdGf3avMdGvMyfefrvM|p¶.^~ ² v¢½u~vOrfrpp
Xt
§3tqDapq^qfrp
0
^
1
^º~^qfrp
λ±
´(`bafyfefe~^qvM~¢¯Mpb¨ÆvM~Dd:|ux^qfrtpfreqDtwvM  ´  ¯utwpfr{|^x;qv
g = λ+(σ − 1)ˆ̄τ + λ−(σ − 1)τ̂ .
Ì@fe~fe§¶f/arf:exwf¢^~Dxn
G(s, τ) = (s− 1)
[
λ+ µ(τ̄ − τ)
]
,
G̃(τ, s) = (s− 1)
[
λ− µ(τ̄ − τ)
]
.
  ´à 
hÂ.¨ÅMeq¢¯Ltqtwp:vzpptsuxwf½qvº§3~DtqfºpqvoaMpDqDtwGfr{o|^qDtwvM>¨ÆvM~qDautwp/dGvOufexÅ¯LsontoqD~voQ|etuy
u(t)
^
v(t)
q«§³v°tufefeufeoq/}vMtwppvMJu~vorfrppfrp¢¯§3tqDa.~frpDBfreqDtf	~^qfrp
λ+
^
λ−
¯
pv½qDa^q
∂τ
∂t
(t) = τ̄ u+(t) − τu−(t).
 twpe~feqDt&rtuyqDautwpqDtdGfYªÅu~vOrfrpp¢¯Q§3tqDa
δt
qDaf/qDtdGf/p¢^xwfQtwpe~feqDt&¹^qDtwvM;¯§¶fyfeq
τj+1 − τj = τ̄ju+j+1/2 − τju
−
j+1/2,
  ´à 
§3afe~f
u±j+1/2 =



0
§3tqDa<u~vMs^sutxtq«n
1 − λ±δt,
1
§3tqDa<u~vMs^sutxtq«n
λ±δt.
 vMptwufe~DtuyGv¢§qDafpfr{|ferf {τj , j = 1 . . . M} ¯§¶f7xwvOv ² ¨ÆvM~bqDaf7yfefe~^qDtuyG¨®|ueqDtwvMv^¨¬^MQdtwppDtsuxwf:p^duxwf^qDa;´¬`vqDautwpfeZ¯O¨®~vMd   ´à Y¯u§³fsu|utxwºqDaf/{o|^qDtqÂn
Lj+1/2 = τj+1 − τj − τ̄ju+j+1/2 + τju
−
j+1/2,
§3autwa;¯"¨®vM~½^~DsutqD~^~Dn
τj
¯"¢^»q ² fqDafGz^x|fvM|uq	v^¨ {−1, 0, 1} ¯ 0 sfetuyqDafz^x|f¨ÆvM~MQdtwppDtsuxwf/pfr{o|ferfrp¢´¬`baf/Qtwpe~feqffe~pDtwvMv^¨ËqDaf/ÊvM|u~Dtwfe~qD~^pj¨®vM~Dd v^¨"qDaftQtw¢^qvM~
ÏÏ$Ö! "#"
   	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¨®|ueqDtwvM<~f¢Mup
1
2
∑
sj+1/2∈{−1,1}
e
iπ
2
sj+1/2Lj+1/2 =



0
¨ÆvM~
Lj+1/2 ∈ {−1, 1},
1
¨ÆvM~
Lj+1/2 = 0.
µ@p½~frpD|uxq¢¯Q§³f/yfeq^qa^<qDaf7yfefe~^qDtuyG¨®|ueqDtwvM
F [{s, τ, u±}] = 1
2M
exp
( iπ
2
∑
j
sj+1/2Lj+1/2
)
.
lo|uddtuy>v¹fe~qDaf°pfeq {u±} ¯(§¶fÁ~frrv¢fe~qDafÁyfefe~^qDtuyJ¨®|ueqDtwvM vMsuq^tfr Qt~freqDxn¨®~vMd   ´à Y´¬µvMqDafe~§³¢nºtwp3qvp{o|^~f
Lj+1/2
¯uqv½q ² f/gbvMxq &rd^u§³fetyzaqp
(
Lj+1/2
)2
= τjτj+1ū
−
j+1/2 + τ̄j τ̄j+1ū
+
j+1/2 + τj τ̄j+1u
−
j+1/2 + τ̄jτj+1ū
+
j+1/2,
^<qDafeºqv½¨®vMxxwv¹§qDafu~vOrfrQ|u~f/v^¨(pfreqDtwvM  ´àQ´  ´
	
 	
   '   ! +,  +    (+,!
ÊvM~ +B¯¹§³f(frfrqvbtoqD~voQ|rf©qvpfeq;v^¨u}vMtwppvM/u~vorfrppfrp {ui+1/2(t)} ^ {vi+1/2(t)} ¯rvM~D~frpvMQtuyqv@xwfY¨®q(^½~Dtyzaoq(dGv¢frp¢¯§3tqDa~frpDfreqDtf³~^qfrp
λ+
^
λ−
´`bafbpDqvOaMpDª
qDtwfr{o|^qDtwvMrvM~D~frpvMQtuyGqvGqDautwppDnQpDqfedÀ~f¢Mup
∂τi
∂t
(t) = τ̄i(t)
(
τi+1(t)vi+1/2(t) + τi−1(t)ui−1/2(t)
)
− τi(t)
(
τ̄i+1(t)ui+1/2(t) + τ̄i−1(t)vi−1/2(t)
)
.
i¨(rvM|u~pfqDautwpfr{|^qDtwvM¢^sfQtwpe~feqDt&¢frMp3§¶fexxÅ´blOfeqDqDtuy
J
j+1/2
i+1/2 = τ
j
i τ̄
j
i+1u
j+1/2
i+1/2 − τ̄
j
i τ
j
i+1v
j+1/2
i+1/2 ,
§³fyfeqtddGfrQt^qfexn
τ j+1i − τ
j
i = J
j+1/2
i+1/2 − J
j+1/2
i+1/2 .`baf/yfefe~^qDtuyG¨®|ueqDtwvM^x;qDafe<sBfrrvMdGfrp
F [{s, τ, u, v}] = 1
2NM
exp
( iπ
2
∑
i,j
sj+1/2
(
τ j+1i − τ
j
i − J
j+1/2
i+1/2 + J
j+1/2
i+1/2
)
)
.
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lo|uddtuyv¢fe~/qDaf fexwup
u
^
v
xwf¢Mup/Qt~freqDxn.qv°qDaf	¨ÆvM~Dd:|ux^qDtwvM v^¨³pfreqDtwvM  ´  ´àQ¯
|ptuy½¨®vM~fYÄ^duxwf/qDaffr{o|^xtqDtwfrp
∑
ui+1/2(t)
exp
iπ
2
∫
dtτi(t)τ̄i+1(t)si+1/2(t)ui+1/2(t)
= exp
∫
dtλ+
(
e
iπ
2
τi(t)τ̄i+1(t)(si(t)−si+1(t)) − 1
)
= exp
∫
dtλ+τi(t)τ̄i+1(t)(si(t)si+1(t) − 1).
lOvº¨Æ^~¢¯§¶farfxtwpDqfr.¨ÆvM|u~Qt­±Zfe~feq:su|uq	fr{|utz^xwfeq:¨®vM~Dd|ux^qDtwvMp½vM¿qDafpMrfYªÅqDtdGf
x^qDqDtwrfz´°µ¿tdBvM~Dq^q|u^pD§¶fe~fr9{o|frpDqDtwvM>~fed^tp 	twp:vMfv^¨bqDafrpf¨ÆvM|u~/dGfeqDavoup
exwf¢^~Dxn°dGvzpDqDxnº^uu~vMu~Dt^qf/qvGq ² frvMqDt|vM|p@xtdtqp@¤¨Rqfe~p¢^xtuy 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Ì@fe~fz¯§³f.sf¢^~ºvM»u~fextdt^~Dn pqD|Qn   «¯§3afe~f>»fe§ ¨®|ueqDtwvM^xdGfeqDavo §³Mp
toqD~voQ|rfr»qv<a^QxwfqDafGaonOQ~vOQnO^dtwxtdtq	v^¨qDafpDtduxwffYÄQex|pDtwvM»u~vorfrpp¢´Á¼>f
xwvOv ² tqv»qDaf<§brnÃqDautwpÁ^uu~vMa rvM|uxw&fYÄQqfeÃt vM~ufe~qv»pDnOpqfedGprvMdu~DtwpDtuy9^
^~DsutqD~^~Dn°o|ud:sBfe~v^¨Ë^~DqDtwexwfq«nOfrp¹´(¼>f7§3txxZ¨Ævoe|p3qDautwppfreqDtwvMvMºqDaf
n
ªÅq«nOBf¢Mpfz´
         
  
	    
  
ÇLfeq
φk, k = 1 . . . n
/pfeqbv^¨^~DsutqD~^~Dn¨®|ueqDtwvMp³t
C
2[0, 1]
¯
G
(N) = Z/NZ
qDaf@Qtwpe~feqf
qvM~D|p ®et~exwf Y´	ÊvM~
i ∈ G(N) ¯ Xki (t)
twp/sut^~Dn~^uvMd z^~Dt^suxwfG^Z¯;^qqDtdGf
t
¯BqDaf
u~frpferfv^¨b^~DqDtwexwfv^¨¶qÂnoBf
k
^q/pDtqf
i
twpfr{o|utM^xwfeoqqv
Xki (t) = 1
´`baf½fYÄuex|pDtwvM
rvMpqD~^tq~f¢Mup
n
∑
k=1
Xki (t) = 1, ∀i ∈ G.
`bafb§3avMxwfqD~¤jfreqvM~Dn	twpË~feu~frpfeqfrsn
η(N)(t) = {Xki (t), i ∈ G(N), k = 1 . . . n}
§3autwa
twpÁ.^~ ² v¢u~vorfrpp¹´
Ω(N)
§3txx¬ufevMqf	tqp7yfefe~^qvM~^ F (N)t = σ(η(N)(s), s ≤ t) twpqDaf/Mppvoet^qfr<^qD|u~^x
xqD~^qDtwvM;´
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 ffqDaf7~f¢^x­ªÅz^x|fr<BvzpDtqDtfdGf¢Mp|u~f
Z(N)t [φ]
= exp


1
N
n
∑
k=1,i∈G(N)
φk
( i
N
)
Xki

 ,
§3afe~f
φ
ufevMqfrpqDafGpfeq {φk, k = 1 . . . n} ´hÂ   ©qDafGrvMofe~DyferfÁv^¨bqDautwp/dGf¢Mp|u~f§bMp©^^xn)&¢fr¨ÆvM~
n = 2
´(µÃ¨R|ueqDtwvM^xtqfeyz~^xvMBfe~^qvM~¬§bMp(|pfrqva^~Meqfe~Dt&¢fxtdtq
BvMtqp3v^¨"qDautwpbdGf¢MpD|u~fz¯QqDafrpf@§¶fe~fpav¢§3ºqv	sftufrfr°qDaf@|uutw{|f7§³f¢ ² pvMx|uqDtwvM<v^¨(
^~DqDt^xQt­±Bfe~feoqDt^xfr{o|^qDtwvMv^¨  ^|anºqÂnoBfz´
hÂº§3a^q3¨ÆvMxxwv¢§p¢¯§¶f§3txx;sBf7tqfe~frpqfrºt<qDaf/{o|^qDtqDtwfrp





f (N)t (φ)
 =
[
E
(
Z(N)t [φ]
)
]
,
g(N)t (φ)
= log
[
E
(
Z(N)t [φ]
)
]
,
~frpfreqDtfexnqDaf©dGvMdGfeq(^:e|ud:|ux^oq(yfefe~^qDtuy¨®|ueqDtwvM;´"`baf¬twuf¢v^¨Q|ptuy
Z(N)t [φ]twpLqDa^qLqDaf©yfefe~^qvM~¢¯¤§3afe½^uuxtwfr:qv
Z(N)t
¯¤¢^sf¬fYÄQu~frppfrMpQt­±Zfe~feqDt^xQvMBfe~^qvM~
§3tqDa~frpDfreq3qvGqDaf/^~DsutqD~^~Dn¨®|ueqDtwvMp
φ
´¬hÂufrfrZ¯u§¶f/arf
Ω(N)
[
Z(N)t
]
= L(N)t Z
(N)
t ,§3tqDa
L(N)t = N
2
∑
k 6=l,i∈G(N)
λ̃kl
∂2
∂φk(
i
N )∂φl(
i+1
N )
,
¤¨®qfe~3arOtuypfeq







∆ψkl
( i
N
)  = φk
(i+ 1
N
)
− φk
( i
N
)
+ φl
( i
N
)
− φl
( i+ 1
N
)
,
λ̃kl(i,N)
= 2λkl(N)e
∆ψkl(
i
N
)
2N sinh
(∆ψkl
(
i
N
)
2N
)
.
¼>f<tqD~vOQ|rfv¹§$qDaf ² fen {o|^qDtqDtwfrp¨®vM~anQQ~voQnO^dtwp¢^xtuyp¢¯³sn&MppD|udtuy ^
MpnoduqvMqDtw/fYÄQ^pDtwvMv^¨ËqDaf@¨ÆvM~Dd
λkl(N) = D
(
N2 +
αkl
2
N
)
+ O(1), ∀k, l k 6= l,
§3afe~f
αkl = −αlk
^~f3~f¢^xrvMpDq^oqp¢´(Ì@fe~fqDafpnOpDqfedtwp¶MppD|udGfrGqv/sBf. 
      ! e¯
§3autwa<dGf¢^pqDafe~f:fYÄOtwpDqp½rvMpDq^q
D
pD|a<qDa^q¢¯Q¨ÆvM~^xxZ^t~p
(k, l)
¯
lim
N→∞
λkl(N)
N2
= D.
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  Ê~vMd v¹§ vM§¶f/§3txxËvMdtqqDaf	^~Dyz|udGfeqv^¨
λkl(N)
^~feq^tqDaftutqDt^xLvMq^qDtwvM
λkl
´Ë`bafrvOf  etwfeqp
αkl
fYÄQu~frpp¬qDafMpDnoddGfeqD~Dn½sBfeq«§³frfeqÂnoBfrp
k
^
l
´ v¹§ vMf¢^
§3~Dtqf
∂f (N)t
∂t
= N2
n
∑
k 6=l,i∈G(N)
λ̃kl(i,N)
∂2f (N)t
∂φk(
i
N )∂φl(
i+1
N )
.
 ´  
`vº~f¢^~D~^uyfGqDafpD|ud t  ´  Y¯;t»vM~ufe~/qv<pfexwfreq:uvMdt^oq:qfe~DdGp:tJqDafGfYÄO^ptwvM
§3tqDa·~frpDBfreqÁqv
1/N
¯§¶fd ² f|pf.v^¨:qDaf.fYÄQex|ptwvM u~vMBfe~Dq«n¯@§3autwa·twp¨ÆvM~Dd^xxn
fr{o|utz^xwfeqqv
n
∑
k=1
∂
∂φk(
i
N )
=
1
N
.
lotrf§¶f7^~fvMqDafet~exwf
i ∈ G(N) ¯OµsBfexßp©pD|udd^qDtwvMÁ¨ÆvM~Dd:|uxuvofrp¶vMq©u~vOQ|rf7^nsBvM|u^~Dn°qfe~Dd<¯pv½qDa^q¢¯p ² tuutuyGufeq^txwp¢¯  ´  b¢^<sBf7~fe§3~DtqDqfeMp
∂f (N)t
∂t
= DN2
n
∑
k=1,i∈G(N)
[
φk
( i+ 1
N
)
− φk
( i
N
)
][ ∂f (N)t
∂φk(
i
N )
− ∂f
(N)
t
∂φk(
i+1
N )
+
1
2
∑
l 6=k
αkl
( ∂2f (N)t
∂φk(
i
N )∂φl(
i+1
N )
+
∂2f (N)t
∂φl(
i+1
N )∂φk(
i
N )
)]
+ O(N−1).
 ´à 
hÂqtwp§¶vM~DqDa.~fed^~ ² tuyqDa^q7vMBfe~^qvM~pxt ² f ∂
∂φk(
i
N )
^
φk(
i+1
N ) − φk( iN )
tu~voQ|rf
Gp¢^xwf7¨ÅMeqvM~
1/N
¯§3autxwf ∂
∂φk(
i
N )
− ∂
∂φk(
i+1
N )
^ ∂
∂φk(
i+1
N )
∂
∂φl(
i
N )
p¢^xwf:Mp
1/N2

qDautwpfYÄOux^tpqDafpfexwfreqDtwvMv^¨(uvMdt^q@qfe~DdGp3t<qDaf/^sBv¢f:fYÄQ^pDtwvM;´
ÇLfeq
N → ∞ ^ MppD|udGfqDafrvMfe~Dyferf.v^¨qDafpfr{|ferf f (N)0
´ `bafe;¯b¨R~vMd,qDaf
qDtyzaoqDfrpp	v^¨qDafGu~vOrfrpp¢¯qvMyfeqDafe~§3tqDa9 &¢frpDqfv^¨z^~Dt^qDtwvM^x³^ rvMduxwfYÄ>z^~Dt^suxwf
¢^xwe|ux|p¹¯©Mp½t   «¯(§¶f°ex^td  qDafÁu~vov^¨twp	vMdtqDqfr)
f (N)t
^xwpvrvMfe~Dyfrp¹¯©tÃ  
 
 
 
   º¨®|ueqDtwvM^xLpDMrfz¯^<tqp3xtdtq
ft
p^qDtwp frp3qDaf¨R|ueqDtwvM^x;toqfeyz~^xfr{o|^qDtwvM
∂ft
∂t
= D
∫ 1
0
dx
n
∑
k=1
φk(x)
∂
∂x
[ ∂
∂x
∂ft
∂φk(x)
−
∑
l 6=k
αkl
( ∂2ft
∂φk(x)∂φl(x)
)]
.
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lotdtx^~Dxn¯qDafe|ud:|ux^oq@a^~Meqfe~DtwpDqDtw/¨®|ueqDtwvM<twp½pvMx|uqDtwvMv^¨
∂gt
∂t
= D
∫ 1
0
dx
n
∑
k=1
φk(x)
∂
∂x
[ ∂
∂x
∂gt
∂φk(x)
−
∑
l 6=k
αkl
( ∂gt
∂φk(x)
∂gt
∂φl(x)
− ∂
2gt
∂φk(x)∂φl(x)
)]
.
 ´  
µ@ppD|udGf<^qqDtdGf
0
qDafºyztfe tutqDt^xu~v xwf
ρk(x, 0)
qvJsf<q«§3twrfQt­±Zfe~feqDt^suxwf§3tqDa
~feBfreq3qv
x
´(`bafe  ´  ³twp3yztfe<son
gt
(
φ
)
=
∫ 1
0
dx
n
∑
k=1
ρk(x, t)φk(x),
§3afe~f
ρk(x, t)
p^qDtwpD¨RnqDafanQQ~voQnO^dtw/pDnQpDqfed v^¨(rvM|uuxwfr<g³|u~Dyfe~ßpfr{o|^qDtwvMp
∂ρk
∂t
= D
[∂2ρk
∂x2
+
∂
∂x
(
∑
l 6=k
αlkρkρl
)]
, k = 1 . . . n,
§3tqDaqDafpfeqv^¨yztfetutqDt^xLrvMQtqDtwvMp
ρk(x, 0), k = 1, . . . , n
´
	 & ¿£u¡  hÂq½twp½tdvM~Dq^oqGqv.vMqf°qDa^q¢¯¬§3tqDavM|uqQt­±Zfe~feqDt^sutxtqÂnÃrvMQtqDtwvMp¨ÆvM~½qDaf
toqDt^x3u~v xwfrp
ρk(x, 0)
¯©vMf°¢^ÃvMuxn»Mppfe~Dq½qDaf°fYÄQtwpDqferf°v^¨     
	  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	"! Rt9qDaf
pfepfv^¨¬lOa§b^~Dq & ßp@QtwpqD~Dtsu|uqDtwvMp bv^¨(g¶|u~Dyfe~ßppDnQpDqfed<´
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hÂ qDautwp	pfreqDtwvM;¯(§¶fÁdGfrfeq½qDaf°pv^ª«¢^xxwfr ÃdGvOufexÅ¯(§3autwa rvM~D~frpDBvMup½qv
n = 3
t
vM|u~°yfefe~^xpfeqDqDtuy´Aµ3rrvM~Qtuy qv qDafJ^~Dyz|udGfeqp<u~frpfeqfr^sBv¢fz¯qDafe|ud|ux^q
yfefe~^qDtuy&¨R|ueqDtwvM
gt(φa, φb, φc)
¢^sBfJpDav¢§3qv p\^qDtwpj¨Rn qDaf.¨®|ueqDtwvM^x/tqfeyz~^x
fr{o|^qDtwvM
∂gt
∂t
= D
∫ 1
0
dxφa(x)
∂
∂x
[ ∂
∂x
∂gt
∂φa(x)
+
(
β
∂2gt
∂φa(x)∂φc(x)
− γ ∂
2gt
∂φa(x)∂φb(x)
)
+
(
β
∂gt
∂φa(x)
∂gt
∂φc(x)
− γ ∂gt
∂φa(x)
∂gt
∂φb(x)
)]
+
à^^xwvMyvM|pqfe~DdGpvMsuq^tfrºsonºet~e|ux^~xwfeqDqfe~Bfe~Dd:|uq^qDtwvM 
,
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§3afe~fz¯u¨®vM~3qDaf/p\ ² fv^¨"su~feOtq«n¯§¶ftoqD~voQ|rfr
α = αbc
¯
β = αca
¯
γ  = αab
´
lOvMxOtuy  ´  ³twp½Qt  e|uxqu~vMsuxwfed<¯§3autwa<§3txx;sBf/rvMpDtwufe~frºt¨®vM~DqDarvMdtuy§¶vM~ ² ´
ÊvM~qDaf7dGvMdGfeq¢¯§¶f/pa^xx;vMuxnu~frpfeoq@^^uu~v¢ÄOtd^qf	fr{|utz^xwfeqpDnOpqfed<´
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¢^su|ux^~Dn¯
gt
twp 	" 	        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	" ~φ = (φa, φb, φc)
RqDaut ² tqfe~DdGpv^¨©@MuvMQª n ² voQtd ufe~DtM^qDtfrp^M^~Dt^qDtwvM^x
¢^xwe|ux|pY´¬`bafe<§¶f/arf
gt(φa, φb, φc) =
∫
~φ(x).~ρ(x, t)dx+
1
2
∫ 1
0
~φ(x)σt(x, y)~φ(y)dxdy + O(||φ||3),
§3tqDa
σt(x, y) =




σaa(x, y, t) σab(x, y, t) σac(x, y, t)
σab(x, y, t) σbb(x, y, t) σbc(x, y, t)
σac(x, y, t) σbc(x, y, t) σcc(x, y, t)




.
ÇLfeq|ppDq^~Dq7¨R~vMdqDaf½u|u~fexnafe|u~DtwpDqDtwGMppD|uduqDtwvMJqDa^q/e|ud|ux^qp	v^¨³vM~ufe~ ≥ 3 ^~ffeyzxtyztsuxwfz´Á`bafe;¯twufeqDt­¨®notuyrvof  etwfeoqp:tJqDaf
φ
ªÅBv¢§¶fe~½fYÄQ^pDtwvM¿v^¨
gt
¯L§¶fufe~Dtf
qDaf@¨ÆvMxxwv¢§3tuyÁexwvzpfr<pDnQpDqfed
∂σaa
∂t
= D
{
4σaa + ~5.
[
β(~ρaσca + ~ρcσaa) − γ(~ρaσba + ~ρbσaa)
]
}
,
∂σab
∂t
= D
{
4σab +
1
2
~5.
[
β(~ρaσbc + ~ρcσab) − γ(~ρaσbb + ~ρbσab)
+ γ(~ρbσaa + ~ρaσab) − α(~ρbσac + ~ρcσab)
]
}
,
∂σac
∂t
= D
{
4σac +
1
2
~5.
[
β(~ρaσcc + ~ρcσac) − γ(~ρaσbc + ~ρbσac)
+ α(~ρcσab + ~ρbσac) − β(~ρcσaa + ~ρaσac)
]
}
,
§3afe~f
~ρu
pDq^upb¨ÆvM~3qDaffreqvM~
~ρu =
(
ρu(x)
ρu(y)
)
.
ÏÏ$Ö! "#"
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 |f7qvqDaf:fYÄQex|pDtwvM<rvMpqD~^tq
Ai +Bi + Ci = 1
¯u§³farf
gt(φa, φb, φc) = gt(φa − φc, φb − φc, 0),
^<qDaf@¨®vMxxwv¹§3tuy~fex^qDtwvMpavMxw
σac = −σaa − σab,
σbc = −σab − σbb,
σcc = σaa + 2σab + σbb.
Ê"t^xxn¯u§³f/vMsuq^t<qDaf/pnOpDqfed
∂σaa
∂t
= D
{
4σaa + ~5.
[
σaa
(
β(~ρc − ~ρa) − γ~ρb
)
− σab(β + γ)~ρa
]
}
,
∂σab
∂t
= D
{
4σab +
1
2
~5.
[
σaa(α+ γ)~ρb − σbb(β + γ)~ρa
 ´à 
+ σab
(
(γ − β)~ρa + (α− γ)~ρb + (β − α)~ρc
)]
}
∂σbb
∂t
= D
{
4σbb + ~5.
[
σbb
(
α(~ρb − ~ρc) + γ~ρa
)
+ σab(α+ γ)~ρb
]
}
.
§3autwa<~feu~frpfeoqp@¤ª«QtdGfepDtwvM^x"Qt­±|ptwvMppD|usudtqDqfr<qvG^fYÄOqfe~D^x
fexwZ´
µbq	pDqf¢MQn¿pDq^qfz¯"qDafen>¢^ sfpvMxfr»sfexwv¹§qDafqD~^pDtqDtwvM9vMtoq§3afe qDafufepDtqDtwfrp
^~f/|uut­¨®vM~Dd<´¬hÂufrfrZ¯ut<qDautwp¢Mpfz¯QqDafd^qD~Dt­Äºyv¢fe~DutuyÁqDafsBfearOtwvM|u~v^¨ËqDaf/pDnQpDqfed
~f¢Mup




β(ρc − ρa) − γρb −(β + γ)ρa 0
1
2(α+ γ)ρb
1
2
[
(γ − β)ρa + (α− γ)ρb + (β − α)ρc
]
−12(β + γ)ρa
0 (α+ γ)ρb γρa + α(ρb − ρc)




.
hÂºqDaf7^~DqDtwe|ux^~¢Mpf/v^¨(	~fefe~ptsuxwf/pDnQpDqfed<¯QqDaf:rfe~^yfufepDtqDtwfrp^~f7yztfesn
ρa =
α
α+ β + γ
, ρb =
β
α+ β + γ
, ρc =
γ
α+ β + γ
,
^<qDaf/^sv¹fd^qD~Dt­ÄºsfrrvMdGfrp
1
α+ β + γ




−αβ −α(β + γ) 0
1
2β(α + γ) 0 − 12α(β + γ)
0 (α+ γ)β αβ




,
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 z
§3tqDaÁfetyfez^x|frp
0
^ ±i
√
αβγ
α+ β + γ
|upq^suxwfdGvOufrp©fYÄQtwpDq¢¯§3tqDaqDafp^dGfe~DtqDtw¢^x
z^x|f/Mp3qDaf/vMf:vMsuq^tfr°¨R~vMd$qDaf/ufeqfe~DdtutwpDqDtwfexwºt àQ¯  «´
hÂºqDaf/yfefe~^x"¢Mpf RtÅ´ßfz´
~ρ
vMqrvMpDq^oq Y¯qDaf:pfeqv^¨(fr{|^qDtwvMp  ´à bpDavM|uxwsfpvMxfr
^xwvMuy§3tqDa<qDaffYÄuMequfeqfe~DdtutwpDqDtw:pDnQpDqfed
1
D
∂ρa
∂t
=
∂2ρa
∂x2
+
∂
∂x
[
ρa(γρb − βρc) + γσab − βσac
]
,
1
D
∂ρb
∂t
=
∂2ρb
∂x2
+
∂
∂x
[
ρb(αρc − γρa) + ασbc − γσab
]
,
1
D
∂ρc
∂t
=
∂2ρc
∂x2
+
∂
∂x
[
ρc(βρa − αρb) + βσac − ασbc
]
.
@vMqf¶qDa^qËrvM~D~fex^qDtwvMp
σ
^~f³q ² feG^q(rvMtetwQtuyvMtoqp¢´  vMd^~DtwpvM§3tqDa utqfYª«pDt&¢f
pnOpDqfedÀtwptºu~Dtetuxwf^xxwv¢§³frZ¯zj|pDq3snºrvMdu|uqDtuyqDaf7M^x|f/v^¨
σ
^q
t = 0
´
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qvºpDxtyzaq/^su|pftqDaf	vMq^qDtwvM;¯B§³f:xwfeq
Xki ∈ {0, 1}
ufevMqf	qDafsut^~Dn~^uvMd
z^~Dt^suxwfº~feu~frpfeoqDtuy¿qDafºvOre|u^qDtwvM v^¨pDtqf
i
snÃxwfeqDqfe~v^¨7q«nOBf
k
´ `baf<pDq^qfºv^¨
qDaf	pDnQpDqfed twp~feu~frpfeqfr.sonºqDaf	^~D~¢n
X
 = {Xki , i = 1, . . . , N ; k = 1, . . . , n}
v^¨©pt&¢f
N × n ´(`baftz^~Dt^qdGf¢MpD|u~f/v^¨ËqDaf/.^~ ² v¢Áu~vorfrppv^¨"toqfe~frpDqtwp3qDafeyztfe<sn
P (X) =
1
Z
exp
[
−H
(
X
)]
,
ÆQ´  
§3afe~f
H(X) = 1
N
∑
i<j
∑
k,l
α(N)kl X
k
i X
l
j,
ÆQ´à 
§3tqDa
α(N)kl
^
α(N)lk
qÂ§¶v
N
ª«ufeBfeufeqrvOf  etwfeqp~fex^qfr<son
α(N)kl − α
(N)
lk = N log
λkl
λlk
,
ÆQ´  
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u~v¹otwufrqDa^qpvMdGf  	 	"  rvMQtqDtwvMpavMxwZ´bÊvM~@fYÄu^duxwfz¯tqDaf:exwvo ² dGvoufex ÆQ´  Y¯
qDafrpfrvMQtqDtwvMpq ² fqDafptduxwf7¨®vM~Dd
∑
k 6=l
α(N)kl Nk = 0,
ÆQ´  
^·qDafen ¨ÆvMxxwv¢§ tufrfr Qt~freqDxn&¨®~vMd vMxdGvMyvM~v¹ßp.e~Dtqfe~DtÃ^uuxtwfr qvÃ ^~DqDtwexwf
e~vzppDtuyqDaf/pDnQpDqfed<´
        
  "           	       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  
¼>f7rvMpDtwufe~^y^t°qDaf
ABC
dGvOufex;Mp:qÂnoutw¢^x;fYÄ^duxwfz¯^ÁqDaf7fYÄOqfepDtwvMºqv½vMqDafe~
dGvOufexwp§3txxsfpDqD~^tyzaqj¨ÆvM~D§³^~Z´µppD|udGf/rvMQtqDtwvMp ÆQ´  bavMxwZ¯pvGqDa^qqDaf/tz^~Dt^q
dGf¢Mp|u~ftwp3yztfe<son
P ({A,B,C}) = 1
Z
exp
[ 1
N
N
∑
i<j
α(N)ab AiBj + α
(N)
bc BiCj + α
(N)
ca CiAj
]
,
§3afe~f/qDaf/rvMpDq^qp
α(N)ab
¯
α(N)bc
^
α(N)ca
q ² fqDaf7M^x|frp
α(N)ab = N log
λab
λba
, α(N)bc = N log
λbc
λcb
, α(N)ca = N log
λca
λac
,
§3autxwf
α(N)ba α
(N)
cb
^
α(N)ac
^~f@pfeq¶qv#&¢fe~vu¯Oqv:sBf@rvMpDtwpDqfeqb§3tqDa ÆQ´  Y´(`baf@rvMpDqD~^tqp
ÆQ´  bv¢§sBfrrvMdGf
NA
NB
=
α(N)bc
α(N)ca
,
NB
NC
=
α(N)ca
α(N)ab
,
NC
NA
=
α(N)ab
α(N)bc
.
ÆQ´à 
ÊvMxxwv¢§3tuy à«¯©§³fº§³^oqqvJ§3~Dtqfx^~Dyfufeot^qDtwvM&¨R|ueqDtwvM^xrvM~D~frpvMQtuy»qv.qDaf
^sBv¢f¾7tsusp½dGf¢MpD|u~f°§3afe
N → ∞ ´9lOfeq x = iN , J = exp(2iπ/3)
¯b^ xwfeq
Z(x)ufevMqf/qDaf/rvMduxwfYÄº|ud:sBfe~yztfesn
Z(x) =
1
N
[xN ]
∑
i=1
(Ai
α
+ J
Bi
β
+ J2
Ci
γ
)
,
§3afe~f/§¶fa¢ftqD~vOQ|rfr<qDaf^~^dGfeqfe~p
α  = lim
N→∞
α(N)bc , β
= lim
N→∞
α(N)ca , γ
 = lim
N→∞
α(N)ab ,
ÍRÎ"ÏLÍ®Ð
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t^yz~frfedGfeoq§3tqDaqDaf7vMq^qDtwvMv^¨(pfreqDtwvM  ´àQ´
`bafpfr{o|ferf {A,B,C} twp:qDa|p~feu~frpfeqfr»sn>º^qDa Z(x) t>qDafrvMduxwfYÄ>ux^fz¯rvMptwpDqDtuyv^¨(vM~Dtwfeqfr<xt ² p3a¢otuyvMuxnÁqDau~frfBvzppDtsuxwfQt~freqDtwvMp
{θ = 0, θ = 2π/3, θ = 4π/3},
ufeBfeQtuyvM>§3afeqDafe~	°^~DqDtwexwfGµ	¯Zg vM~  twpu~frpfeq¢´`bafxwfeuyzqDa¿v^¨°xt ² rvM~D~fYª
pvMQtuyqvGµ	¯ug7¯uvM~  twp¢¯Q~frpDBfreqDtfexn¯
1/(Nα)
¯
1/(Nβ)
vM~
1/(Nγ)
´
@vMqf7qDa^qrvMQtqDtwvM ÆQ´à bfepD|u~frp3qDaf^qDa ®ufevMqfr<sn
Γ
¶twpexwvzpfrZ¯uqDa^qtwp
Z(1) =
1
α+ β + γ
(1 + J + J2) = 0.
 vMptwufe~v¢§qDaf^~f¢ A feexwvzpfr<sn Γ ¯
A = 1
2i
∮
Γ
(
z̄dz − zdz̄
)
.
`bafe;¯Mp
N → ∞ ¯Q§³f/a¢f
A = lim
N→∞
J2 − J
2iN2
∑
l<k
Al
α
(Bk
β
− Ck
γ
)
+
Bl
β
(Ck
γ
− Ak
α
)
+
Cl
γ
(Ak
α
− Bk
β
)
.
Ê"t^xxnÁ§¶f/vMsuq^t
H{Xi} =
Nαβγ√
3
A + 3N
α+ β + γ
+O(1)
¼ afe rvMpDtwufe~DtuyJqDafÁx^~Dyfºufeot^qDtwvM9¨®|ueqDtwvM^xÅ¯¶^ÃMuQtqDtwvM^xfeoqD~vMn9qfe~Dd rvMQª
qD~Dtsu|uqfrpqv½qDaf7¨®~frfYª«fefe~DyznÁ§3autwaaMp3qDaf¨®vM~Dd
F(ρa, ρb, ρc) = S(ρa, ρb, ρc) + A(ρa, ρb, ρc).
ÆQ´à 
hÂ½qDaf³u~frpfeq¬¢Mpfz¯qDautwp(feqD~vMn½qfe~DdArvMdGfrp"¨®~vMdd:|uxqDtvMdt^xrvMdsut^qvM~Dt^x¨ÅMeqvM~
n!
na!nb!nc!
¯Q^dGfexn°qDaf7§³¢n°v^¨¬^~D~^uyztuy	sBvrÄºv^¨"    OÄ)LpDtqfrp¢¯Q§3tqDa<qDau~frfpDBfretwfrpv^¨
twufeoqDtw¢^xË^~DqDtwexwfrpa¢otuyÁ~frpDBfreqDtf/BvMu|ux^qDtwvMp
ni = ρi(x)Ndx
¯
i ∈ {a, b, c} ´@`bafeloqDt~Dxtuy ßp¨®vM~Dd|ux	¨ÆvM~x^~Dyf
N
nOtwfexwup
S(ρa, ρb, ρc) = N
∫ 1
0
dx[ρa(x) log ρa(x) + ρb(x) log ρb(x) + ρc(x) log ρc(x)].
ÏÏ$Ö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`baf/x^~Dyf/ufeot^qDtwvMu~vMs^sutxtq«n<v^¨¬	yztfe<u~v xwf/twpbqDao|pyztfe<son
PN (ρa, ρb, ρc) =
1
Z
exp
(
−NF(ρa, ρb, ρc)
)
.
ÆQ´è
loq^suxwf^ÁdGfeqMpDq^suxwf7ufeqfe~DdtutwpDqDtw7u~v xwfrp3rvM~D~frpDBvMÁqv:xwvO¢^xZfYÄOqD~fed	v^¨LqDaf¨®~frfYª
fefe~Dyzn´¶µ3rrvM~QtuyqvGQ´àQ¯qDafz^~Dt^qDtwvM^xLu~Dtetuxwf:¢^sf7~fY¨ÆvM~Dd:|ux^qfrsn°~fr{o|ut~Dtuy
qDa^qqDaf/vMuqDtd^xLu~v xwfpDavM|uxwº~f¢^xt&¢f:rvMdsut^qDtwvMqfeQtqvd¤ÄQtdt&¢fsvMqDaqDaf
feoqD~vMn<^°qDaffeexwvzpfr<^~f¢Q´¶i¨(rvM|u~pfz¯QqDafrpf7qÂ§¶v~fr{o|ut~fedGfeqp@^~frvMqD~MQtweqvM~Dn´
 |u~Dfrpv^¨³d¤ÄQtd^x¶feoqD~vMn¿^~fqÂnoutw¢^xxnJg³~v¢§3ut^;¯(^Ja¢f^»^~f¢º§3autwa»p¢^xwfrp
xt ² f
1/
√
N
$vM·qDafrvMoqD~^~Dn¯qDafvMuBvzpDtqf.fYÄOqD~fedGf.rvMyz|u~^qDtwvM)rvMpDtwpqDtuy v^¨	^
fr{o|utx^qfe~^x3qD~Dt^uyzxwfMautwfefrpqDaf°d¤ÄOtd|ud ^~f¢Q¯¬su|uqsBfexwvMuyp½qv>exMppv^¨u~v xwfrp
¨ÆvM~/§3autwa¿qDaffeoqD~vMn>rvMoqD~Dtsu|uqDtwvM twpfr{|^x©qv &¢fe~v ®pDtrf
ρ log ρ
M^utwpDafrp:svMqDa>¨®vM~
ρ = 0
^
ρ = 1
Y´  feBfeQtuyJvM9qDaf§³fetyzaqyztfe9qvqDautwp½rvMd:sut^qDtwvM;¯¶§3autwa twp
uÄufrsnqDaf½^~^dGfeqfe~
αβγ/
√
3
¯B§³f½§3txxËvMsuq^tJu~v xwfrp/§3autwa»^~f½fetqDafe~/g³~v¢§3ut^
RqDafufeyfefe~^qf:vMtoqv^¨ËqDafufeqfe~DdtutwpDqDtw:fr{o|^qDtwvMp bvM~ufeqfe~DdtutwpDqDtwz¯svMqDaº~feyztdGfrp
sBfetuyGpfe^~^qfrsnºpfrrvMºvM~ufe~uaMpf/qD~^pDtqDtwvM;´
      	 
        
 	      
 
 vMptwufe~Ë ² t	v^¨ 1 au~feQ¨ÆfrpDqËdGvoufexO§3tqDa	qDau~frf¶|u~Dp ®vM~"sv¢ÄQfrpY¯^ufevMqfr	son {A,B,C} ¯^
N
tQtwpDqDtuyz|utwpDa^suxwfs^xxwp ®vM~¶^~DqDtwexwfrp Y´(`bautwp©yfefe~^xt&¢frp³qDafpDq^^~ 1 au~feQ¨®frpDq
dGvOufex@§3autwarvMdu~Dtwpfrp°vMuxnÃqÂ§¶v9|u~Dp¢´ 1 Ma |u~D rvMoq^tp°s^xxwpºv^¨¿yztfe q«nOBfz¯
N
(N)
a (t)
¯
N
(N)
b (t)
^
N
(N)
c (t)
sfetuy½qDaf@rvM~D~frpDvMQtuy½qDtdGfYª«ufeBfeufeqBvMu|ux^qDtwvMp¢´
lotrfbqDaf3pnOpDqfed5twp(exwvzpfrZ¯
Na+Nb+Nc = N
´µbq(~^uvMdAqDtdGfrp¬q ² feMp(fYÄOBvMfeqDt^x
fefeoqp¢¯Qs^xxwp^~f@dGv¢frÁ¨®~vMdvMf7sBvrÄqv½^vMqDafe~vMfz¯OtÅ´ßfz´(tQtOtwQ|^xwp^~f@qD~^pj¨Æfe~D~fr
¨®~vMd vMfvMu|ux^qDtwvM9qv^vMqDafe~¢´º¼>fuffqDafGdGv¹otuy~D|uxwfrp½Mp/¨ÆvMxxwv¢§p <^t~	v^¨
s^xxwpBfe~Dq^tutuy~frpDBfreqDtfexnJqv<|u~Dp	g^  twpavzpfe ^¿qDafs^xx¶fe~Dq^tutuyqv
|u~Dg·twpdGv¹frqvqDaf:qDaut~<sBvrÄ  ´`bautwpu~vOrfrppvOre|u~p~^uvMdxn^q7½~^qf
α
´³`L§¶v
vMqDafe~bqD~^pDtqDtwvMº~^qfrp
β
^
γ
^~f7uffr°t<ptdtx^~³§brn¯Qsonet~e|ux^~3Bfe~Dd:|uq^qDtwvMp
v^¨ËqDaf7sBvrÄufrp¢´¬`bautwp¢^<sBfpD|udd^~Dt&¢frsnÁqDaf7¨®vMxxwv¹§3tuypfeqv^¨Ë~f¢MeqDtwvMp











AB→
γ
BB,
BC→
α
CC,
CA→
β
AA.
`bautwp#&¢fe~v^ªÅ~^uyfÁu~vorfrpp:twp	v^¨ 1 au~feQ¨ÆfrpDq  Y¯ËMp½uffr¿t   «¯Ët¿qDafÁpfepfqDa^q
s^xxwp¹¯~^qDafe~©qDa^sv¢ÄQfrp¹¯o^~favzpfeÁ^q¶~^uvMd<´Ë¼ afe
N
te~f¢Mpfrp©qvtutqÂn¯O§¶f^~f
ÍRÎ"ÏLÍ®Ð
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 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
,   	  
	" " 
  
$
 "  
xwf¢M<qvrvMpDtwufe~rvMrfeqD~^qDtwvMp@tpDqf¢Mv^¨"toqfeyfe~|udsfe~p
Ci(t)
= lim
N→∞
N
(N)
i (t)
N
,
¨ÆvM~
i = a, b, c
´:µ¨Rqfe~u~vMfe~p¢^xtuy°xtdtq¢¯BqDaf½QnO^dtwrp/v^¨©qDaf	dGvoufexËtwp7ufrpe~DtsBfr
sonqDaf¨®vMxxwv¹§3tuyÇ;vMq ² ¤ªÅÈ¬vMxqfe~D~GpDnQpDqfed













∂Ca
∂x
= Ca(βCc − γCb),
∂Cb
∂x
= Cb(γCa − αCc),
∂Cc
∂x
= Cc(αCb − βCa),
§3autwa;¯¤¨Rqfe~³~feuxMetuy
x
sn
t
^°ufepDtqDtwfrp³snrvMrfeoqD~^qDtwvMp¢¯utwp³vMqDautuyfexwpf@su|uq¶qDaf
Qt­±Zfe~feqDt^xËpDnQpDqfed yztOtuyqDaf:tz^~Dt^q@dGf¢MpD|u~fv^¨(qDaf
(A,B,C)
dGvOufexÅ¯tqDaf/É|utw
xtdtq@^q3qDafe~DdGvoQnO^dtw¢^xfr{o|utxtsu~Dt|ud à«´
      	       
   
  
   
  '   0.010 ! -  
¼>fqD|u~Dv¢§ qvqDaf	pfrrvM¢MpfYª«pDqD|Qn¯^dGfexn<qDaf	p{|^~fYªÅx^qDqDtwrf	dGvOufextoqD~voQ|rfr
t     «´Gh«q/uvOfrptxx|pDqD~^qfqDaf½~D|uxwfrp ÆQ´  Y´h«pDqf¢MJv^¨3a^Qxtuy<qDafGu~vMsuxwfed Qt~freqDxn
§3tqDa¿qDaf^qD|u~^x©pfeq/v^¨b¨ÆvM|u~xwfeqDqfe~p {A,B,C,D} ¯"§¶f¨®vM|u>rvMofeutwfeq	qv°~feu~frpfeqqDaf	ufeyz~frfrp7v^¨(¨R~frfruvMd sn^t~pv^¨©sut^~DnrvMdvMfeoqp¢´hÂqDaf	pDnOddGfeqD~Dtw:fe~ptwvMv^¨
qDaf:dGvoufex"uffrson ÆQ´  Y¯§3afe.enOexwfrp@^~f^spfeoq 
Na = Nb = 1/2
^
γ+ = γ−
Y¯
§³f/rvM|uxw<ufe~DtfqDaf/tz^~Dt^qdGf¢Mp|u~f
P (τa, τb) =
1
Z
exp
[
β
∑
i<j
(τai τ̄
b
j − τ bi τ̄aj )
]
,
ÆQ´à 
§3tqDa
β = log λ
−
λ+
´"ÇLfeq¶|p³pfrfav¹§·qDautwp©~fex^qfrp³qv/qDaf@vM~Dtyzt^x¨®vM~Dd|ux^qDtwvM<v^¨;qDafdGvOufex
tºqfe~DdGpv^¨"qDaf¨®vM|u~3xwfeqDqfe~p
A,B,C
^
D
´
ÏÏ$Ö! "#"
   	
	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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  &    

  "
#. . 	    ,
	"
	 
	". 
 ! 
	"    	" 
	"    
{λkl, γk, δk, k = 1 . . . 4, l = 1 . . . 4}
     , 	 "     	"
   ,!	  

P (X) =
1
Z
exp
{
β
2
∑
i<j
BiAj −AiBj + AiDj −DiAj
+ CiBj −BiCj + DiCj − CiDj
}
,
 "  . 
	 "  
  
  
 ¼>fÁpDq^~Dq¨R~vMd qDaftoM^~Dt^oq¨ÆvM~Dd ÆQ´  Y¯ ÆQ´à Y¯ËqvMyfeqDafe~½§3tqDa qDaf~fefe~ptsutx­ª
tqÂn>rvMQtqDtwvMp½yztfe»t»qDafrvM~fed  ´à<v^¨   «¯(^»afe~f¢¤¨Rqfe~	~fY¨®fe~D~fr»qvMp ,
	"
	 
	"
(i), . . . , (v)
´ ¼>f^xwpv>~feuxMrftufYÄQfrp
k = 1, . . . 4
¯³snÃpd^xxxwfeqDqfe~p
a, b, c, d
¯t ^xx
rvOf  etwfeqp¹¯uqDa|p§3~DtqDtuy
αab, αac, . . .
¯ufeqz´
`bafe;¯ ,
	" 	 
	"
(iv)
notwfexwup
αbd − αac = log γ
a
δb
, αca − αbd = log γ
b
δc
,
αdb − αca = log γ
c
δd
, αac − αdb = log γ
d
δa
.
@v¢§/¯|pDtuy ,
	"   
	"
(i)
¯u§¶f/vMsuq^t
αca − αac = log γ
aγb
δbδc
= 0, αdb − αbd = log γ
bγc
δcδd
= 0.
hÂ.vM~ufe~qv°~frQ|rfqDaf½o|ud:sBfe~:v^¨©^~^dGfeqfe~p¢¯L§¶f½uff
β ∈ R pD|a.qDa^q ,
	"
	 
	"
(v)
~fe§3~DtqfrpMp
β = αab − αba = αbc − αcb = αcd − αdc = αda − αad.
`bautwpt<qD|u~D<xwf¢Mup3qv
αbc = αda, αcb = αad,
αab = αcd, αba = αdc.
lotdtx^~Dxn¯§¶fyfeq3qDaf:pfeqv^¨"twufeoqDtqDtwfrp
αad + αda = 2α− (αab + αba),
αaa = αcc = α− αac, αbb = αdd = α− αbd,
ÍRÎ"ÏLÍ®Ð
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 
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
 " 
§3afe~f
α
twpËu~fretwpfexnuffrson ,
 " 	
	"
(v)
v^¨BqDaf¤¨®vM~fedGfeoqDtwvMfrqDafrvM~fed<´(Ê"t^xxn¯
§³f^~f3xwfY¨®q¬§3tqDa7pfeq¶v^¨^~^dGfeqfe~p {α, β, αac, αbd, αab+αba} ^xxwv¢§3tuy/¨ÆvM~¶7rvMduxwfeqfa^~Meqfe~Dt&¹^qDtwvMv^¨ËqDaf¾@tsusp3¨®vM~Dd<´¬hÂufrfrZ¯
P (X) =
1
Z
exp
{
β
2
∑
i<j
BiAj −AiBj + AiDj −DiAj
+CiBj −BiCj + DiCj − CiDj + Γ
}
.
ÆQ´  
hÂ ÆQ´  Y¯uqDaf/{o|^qDtqÂn
Γ =
α
2
[
(NA +ND)
2 + (NB +NC)
2
]
+
αac
2
(NA −NC)2 +
αbd
2
(NB −ND)2
+
1
2
(αab + αba)(NA −NC)(NB −ND),
twp7rvMpDq^q/pDtduxnrvMqD~Dtsu|uqDtuyºqv°G~frQt utqDtwvM>v^¨©qDafvM~Dd^xt&¹^qDtwvM;´/fedGfed:sBfe~
NA −NC
^
NB −ND
^~f/rvMpfe~Dfrºson°qDaf/Qno^dtw¢^xL~D|uxwfrp¢¯utMuQtqDtwvMqv
NA +
NB +NC +ND
¯§3aferf
NA+ND
^
NB +NC
^xwpv	^~f ² feuq³rvMpDq^q¢´¬ÇLfeq¶|p¶rvMdGf
sM ² qv½qDafd^uutuysBfeq«§³frfeqDaf7q«§³vG~feu~frpfeoq^qDtwvMp¢´©hÂqpDtduxnºpDq^qfrp3qDa^q
{
τai = Bi + Ci, τ̄
a
i = Ai +Di,
τ bi = Ci +Di, τ̄
a
i = Ai +Bi.
ÆQ´   
hÂq(twpËv¢§ pDqD~^tyzaqj¨ÆvM~D§³^~qvafr ² qDa^q ÆQ´à (^ ÆQ´  "~feu~frpfeoq¬qDafp^dGfbu~vMs^sutxtqÂn
dGf¢Mp|u~fz¯Mp3tq3§³MpfYÄOBfreqfrZ´
  
   
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 )/ 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 + !   
¼J~DtqDtuyºuv¹§3qDafx^~Dyf	ufeot^qDtwvM¨®|ueqDtwvM^x F(ρA, ρB , ρC , ρD) ¯  tqD~vOQ|rfr.t ÆQ´è^~frpD|uxqDtuy°¨®~vMd ÆQ´  %«¯ZqvMyfeqDafe~§3tqDa.qDaf	rvMQtqDtwvMp:fepD|u~Dtuy^JvMuqDtd^x(u~v xwfz¯
§³f/vMsuq^t½Qt­±Zfe~feqDt^xËpDnQpDqfedÀv^¨ËÇ;vMq ² ¤ªÅÈ¬vMxqfe~D~exMpp
∂ρA
∂x
= ηρA(ρB − ρD),
∂ρB
∂x
= ηρB(ρC − ρA),
∂ρC
∂x
= ηρC(ρD − ρB),
∂ρD
∂x
= ηρD(ρA − ρC),
ÆQ´  
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! #"$
t §3autwa9qDafxMpDqfr{o|^qDtwvM9twp/¨ÆvMxxwv¢§p	dGfe~fexn>son¿pD|uddtuy.|u qDafqDau~frfÁvMqDafe~	vMfrp¹´
`bautwppDnQpDqfed twp:pqD~D|eqD|u~^xxn>Qt­±Bfe~feoq/¨®~vMd¸qDafGvMfvMsuq^tfr¿t     «¯;§3autwa tvMxfr
vMuxnq«§³v7tufefeufeoq¬u~v xwfrp
(ρa, ρb)
rvM~D~frpDBvMQtuyqv@ufeqfe~DdtutwpqDtwufepDtqDtwfrp"¨ÆvM~"qDaf
^~DqDtwexwfrp
τa
^
τb
¯z§3autxwf3tqDafbu~frpfeoq¶¢MpfbqDafe~f^~fqDau~frf 
ρA, ρB , ρC
¨ÆvM~¬fYÄ^duxwf Y´
hÂqtwptqfe~frpDqDtuyÁqvGvMqDtwrfqDa^q¢¯tsBvMqDadGvOufexwp¢¯fYÄQuxtwetqxwfefexËpD|u~j¨ÅMrfrpfYÄQtwpDq¢´3hÂufrfrZ¯
qDaf^sv¹fpDnQpDqfedp^qDtwp frp
ρAρBρCρD = cte
¯tÁMuQtqDtwvMqv/rvMpDqD~^toq
ρA+ρB+ρC +
ρD = 1
´i.qDafvMqDafe~7a^Z¯
ρa(1 − ρa)ρb(1 − ρb)
twp7qDaf	xwfefex¬pD|u~j¨ÅMrf	v^¨¶qDaf¨®vM~DdGfe~
pnOpDqfed fervM|uoqfe~fr<t!   «´©`bautwp¢^<sBffYÄOux^tfrsnÁ~fefe~pDtuyGqDafd^uutuy ÆQ´   Y¯
pv½qDa^q
Ai = τ̄
a
i τ̄
b
i , Bi = τ
a
i τ̄
b
i ,
Ci = τ
a
i τ
b
i , Di = τ̄
a
i τ
b
i .
ÆQ´   
`bautwp<tQtw¢^qfrpºqDa^q<qDafJpfeq<v^¨
4
ªÅqD|uuxwfrp {τai , τ̄ai , τ bi , τ̄ bi }
rvMpDqDtqD|uqfrp<qDafJfexwfedGfeoq^~Dn
suxwvO ² p©v^¨;qDafpDnQpDqfed<¯o^qDa^q©xwfeqDqfe~p
Ai, Bi, Ci, Di
^~frvMdvzpDtqfM^~Dt^suxwfrp³fervOQtuy
rvM~D~fex^qDtwvMp7v^¨¬qDafrpf:su|utxwQtuysuxwvO ² p¢´3`bafe~fY¨ÆvM~fz¯tqDafrvMoqDt|vM|p7xtdtq¢¯§¶f½^~f/xwfY¨®q
§3tqDaq«§³vQt­±Zfe~feq7ufrpe~DtuqDtwvMp7v^¨(qDaf:p^dGfpDnOpqfed<¯u~fex^qfrt.½vMqD~DtOt^xLd^ufe~¢´
¼>f.u~vMBvzpfv¢§¸qv fYÄQuxwvM~f.dGvM~fJ¢^~fY¨®|uxxn qDautwp<rvMufreqDtwvM;´ hÂ·^~DqDtwe|ux^~¢¯7§3autxwf
qDaf½xtf¢^~:d^uutuy ÆQ´   @pDqDtxx¬avMxwup/tJqDafGrvMqDto|vM|p:xtdtq¢¯"Mp:Á~fex^qDtwvM>sBfeq«§¶frfe
fYÄQBfreqfr°M^x|frp
{
ρa = ρB + ρC ,
ρb = ρC + ρD,
ÆQ´ 	 
qDaf/vMQªÅxtf¢^~@fr{o|^qDtwvMp ÆQ´    ^~ftpDqf¢MfYÄOBfreqfr<qvsu~Dtuy°Qt­±Zfe~feq¨®vM~Dd<¯pDtrf
qDafenÁtvMxfrvM~D~fex^qDtwvMp¢´
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






∂
∂x
[
log
ρa(x)
1 − ρa(x)
]
= 2η(2ρb(x) − 1),
∂
∂x
[
log
ρb(x)
1 − ρb(x)
]
= −2η(2ρa(x) − 1),
ÆQ´   
       
     # 
    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  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 
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{
ρA = ρ̄aρ̄b +K, ρB = ρaρ̄b −K,
ρC = ρaρb +K, ρD = ρ̄aρb −K,
ÆQ´   
   
K
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 Ê"t~pDq¢¯xwfeq {ρB , ρC , ρD} sBfqDaf.pfeqºv^¨:tufeBfeufeqM^~Dt^suxwfrp°t ÆQ´  Y¯@^fYÄQu~frpp3qDafed$tºqfe~DdGpv^¨ËqDaf7fe§qD~Dtuxwf {ρa, ρb, ρC} yztfesn ÆQ´ 	 Y´¬`bautwpyztfrp
∂(ρa − ρC)
∂x
= η(ρa − ρC)(ρa + ρb − 1),
∂(ρb − ρC)
∂x
= η(ρb − ρC)(1 − ρa + ρb),
∂ρC
∂x
= ηρC(ρb − ρa).
ÆQ´   
 vMdsututuyqDafrpf:fr{|^qDtwvMpnotwfexwup





∂ρa
∂x
= ηρa(ρa + ρb − 1) + ηρC(1 − 2ρa),
∂ρb
∂x
= ηρb(1 − ρa − ρb) + ηρC(2ρb − 1),
ÆQ´  
§3autwa<t<qD|u~D^xxwv¹§pqvfYÄQu~frpp
ρC
Mp
ρC =
1
ρa − ρb
(
ρa
∂ρb
∂x
+ ρb
∂ρa
∂x
)
.
hÂpDq^oqDt^qDtuy>qDautwp½xMpDq½M^x|fºv^¨
ρC
t ÆQ´  ½^9t ÆQ´   Y¯©§³fºvMsuq^t ÆQ´   Y¯³¤¨®qfe~
tddGfrQt^qf:~frrvMd:sut^qDtwvM;¯qvMyfeqDafe~§3tqDaºqDaf~fex^qDtwvM
∂ρC
∂x
=
∂(ρaρb)
∂x
.
`bautwpxMpDq"fr{|^qDtwvM	aMpLtqp"rvM|uqfe~D^~DqË¨ÆvM~
ρA
¯
ρB
^
ρD
¤¨®qfe~Ltqfeyz~^qDtwvM;¯§¶fb^~f©xwfY¨®q
§3tqDa¨®vM|u~¶rvMpDq^qp¢¯O§3autwa~frQ|rfqv/qDafvMfyztfet ÆQ´   ©vMuxn½§3afeÁrvMd^qDtsutxtqÂn
§3tqDa ÆQ´ 	 ³twp3tdBvzpfrZ´
      
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¼>f	pDa^xxËpDBf¢ ² v^¨ " 
	"        	       	 G§3afefefe~7qDaftoM^~Dt^oq7dGf¢MpD|u~f	twp
vMq"ufrpe~DtsBfr/sndGf¢^p"v^¨3BvMqfeqDt^xÅ´Ë`bautwp ² tv^¨~feyztdGf©vOre|u~pL§3afe vMxdGvMyvM~v¹ßp
~fefe~ptsutxtq«n<e~Dtqfe~DtwvMº¨Å^txwpb¨ÆvM~^qxwf¢MpDqvMf/enQexwf7t<qDaf/pDq^qfpMrfz´
ÏÏ$Ö! "#"
    	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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 
 
if½enQexwf:tqDaf½pDq^qf½pDMrf:¨®vM~@qDaf
n
voudGvOufex"¢^.sBf	Mre|u~^qfexn~feu~frpfeqfr.son
q^yzyfr^~DqDtwexwfdGv¢OtuyÁ^~vM|uZ¯§3autxwf ² frfeutuyqDaf:vMqDafe~@^~DqDtwexwfrp¨®~v&¢fet.§³fexx­ª
uffrBfe~Dd:|uq^qDtwvM>vM~ufe~¢´ 1 MaJqDtdGfqDautwp7^~DqDtwexwf	fYÄua^uyfrp/tqpBvzpDtqDtwvM§3tqDaJvMf
v^¨(tqpfetyzasBvM|u~p¢¯qDaf/Bfe~Dd:|uq^qDtwvMJvM~ufe~v^¨(qDaf¨®~v&¢fe^~DqDtwexwfrp~fed^tp|ua^uyfrZ´
hÂ¿vMqDafe~§¶vM~up¢¯"qDafGq^yzyfr¿^~DqDtwexwfptduxn.Qt­±B|pfrp:t»   !>~^uvMd feOt~vMudGfeq
uffr·son&qDaf.vMqDafe~º^~DqDtwexwfrp¢´  avovzpf
X1 = A
MpÁqDaf.q^yzyfr ^~DqDtwexwfz¯^ xwfeq
{
Xki , i = 1, . . . N ; ki,∈ {1, . . . , n}
} qDafrvMduxwfedGfeoq^~Dn pfeq	v^¨3¨®~v&¢fe»^~DqDtwexwfrp¹´`v
^xx(MQdtwppDtsuxwfqD~^pDtqDtwvMp¢¯§3autwa.^~fq«nOutw¢^xxnGj|udpv^¨
A
sBfeq«§³frfeJpDtqfrp
(i, i + 1)
vM~
(i, i− 1) ¯rvM~D~frpDvMup@½pfeqv^¨ËrvMQtqDtwvM^x~^qfrp3yztfesn











λ+a (i+
1
2
) =
n
∑
ki=1
λaki X
ki
i+1,
λ+a (i+
1
2
) =
n
∑
ki=1
λkia X
ki
i+1.
È@twvMx^qDtwvMv^¨(rvMQtqDtwvM ÆQ´  ³twpd^qDafed^qDtw¢^xxn<fr{|utz^xwfeqqvGqDaftfr{|^xtqÂn
N−1
∏
i=1
λ+a (i+
1
2)
λ−a (i+ 12)
6= 1.
hÂpD|a7¢Mpfz¯zqDaf3Qt­±|ptwvM½v^¨B^~DqDtwexwf
A
twpËsutMpfr½qv7qDafb~Dtyzaq( ~frpD;´xwfY¨®q Qt~freqDtwvM;¯t­¨
qDaf@u~frrfrQtuyrvOf  etwfeqtwpbyz~f¢^qfe~  ~frpD;´Ëxwv¢§³fe~ LqDa^<vMfz´¬Ç;feqb|pb§3~Dtqf7qDaf7tz^~Dt^q
dGf¢Mp|u~fGv^¨3qDafGpfeq:v^¨bsut^~DnJvore|u^qDtwvM»|ud:sBfe~p {Ai, i = 1, . . . , N} v^¨vM|u~/q^yzyfr^~DqDtwexwfz¯OrvMQtqDtwvM^xxnqvqDafpfeq {Xki }, i = 1 . . . N, k = 1 . . . n
v^¨ZvOre|u^qDtwvM|udsfe~p
v^¨ËqDaf@¨®~v&¢fepD|uspfeq¢¯Q§3autwaaMpv^¨(rvM|u~pfqvGrvM~D~frpvMºqvG	yztfefe~Dd|uq^qDtwvM;´
`bafe;¯exwf¢^~Dxn¯ ∑N
i=1Ai = 1
®pDtrf/§¶f/rvMpDtwufe~vMuxnÁvMfq^yzyfr<^~DqDtwexwf ^
Π
(
{A}|{X}
)
=
1
Z
N
∑
l=1
exp
{ n,N
∑
m=1,i=1
∑
l+1<j<i
AiX
m
j log λam +
∑
i<j<l
AiX
m
j log λma
}
.
if¢^v¹§ fe~Dt­¨®nqDa^q©qDaf@fYÄQu~frppDtwvMv^¨;qDafÉ|QÄQ|fqv
A
sfeqÂ§¶frfeºpDtqfrp
i
^
i+1
φa(i+
1
2
)  = λ+a (i+
1
2
)P (Ai = 1) − λ−a (i+
1
2
)P (Ai+1 = 1)
=
1
Z
[
exp
(
n
∑
m=1
Nm log λam
)
− exp
(
n
∑
m=1
Nm log λma
)
]
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twpt<¨ÅMeq@tufefeufeoq7v^¨
i
´h«duxtwetqDxn¯qDautwpdGf¢MpD|u~ftwp@MeqD|^xxnuffr§3tqDa~frpDBfreq
qvÃ  
   "   	 e¯@§3afe~fJsn ¨R~^dGf.§³f.dGf¢^ qDaf>pfeq {Xki }
pDxtyzaoqDxn ~vMq^qDtuy Mp
A
et~e|ux^qfrp^~vM|u)qDaf>pDnQpDqfed<´Àh«ufrfrZ¯¤¨®qfe~vMfJrvMduxwfeqf>qvM|u~v^¨	qDafJq^yzyfr
^~DqDtwexwfz¯LqDafpfr{o|ferf {Xki }
aMpsfrfe>paut­¨Rqfr.sonvMf½|uutq/tJqDafvMuBvzpDtqfQt~freqDtwvM

Xki → Xki−1
Y´
µvMqDafe~§brn&v^¨/pfrfetuy»qDautuyptwpqv¿rvMpDtwufe~ÁqDafpqf¢MQnª«pDq^qf~feyztdGfv^¨:>^~DqDtwexwf
dGv¹otuy^~vM|u<½et~e|ux^~3x^qDqDtwrf7t~^uvMd feoot~vMudGfeoq¢´¶µbq3f¢Ma<ptqf
, i
qDafe~f/^~f
~^uvMd qD~^ptqDtwvMJ~^qfrp
λ±(i)
rvM~D~frpDBvMQtuyºqv:j|udp7qvÁqDaf½xwfY¨Rq Tª vM~7qvÁqDaf½~Dtyzaq
 Y´.`bafeÃ^q½pDqf¢MQn¿pDq^qfÁqDafe~ftwp½|uut­¨ÆvM~Dd É|QÄ
φ
¯Ë§3autwa twp:tufeBfeufeqv^¨qDaf
x^qDqDtwrf:pDtqf/^ºxwf¢Mupqv½qDaf:pDnOpqfed v^¨Ëfr{o|^qDtwvMp
λ+(1)p
(1
2
)
− λ−(1)p
(3
2
)
= φ,
. . .
λ+(i)p
(
i− 1
2
)
− λ−(i)p
(
i+
1
2
)
= φ,
. . .
λ+(N)p
(
N − 1
2
)
− λ−(N)p
(1
2
)
= φ.
Ì@ferfz¯
p(i+
1
2
) =
N
∑
l=1
p(i+
1
2
, l),
§3tqDa
p(i+
1
2
, l) =
φ
det
l−1
∏
j=1
λ−k (j)
i
∏
j=l+1
λ+k (j),
^
det =
N
∏
i=1
λ+(i) −
N
∏
i=1
λ−(i).
i¨7rvM|u~pf°§3afe9qDafºufeqfe~Ddt^qM^utwpDafrp¹¯(§¶f°~frrv¹fe~GqDaf°~fefe~pDtsuxwfº¢MpfÁ§3autwa&twp
fYÄMeqDxn vMxdGvMyvM~v¹Oe~Dtqfe~DtwvM;´(`Lvpfrf3qDaf3dGf¢^utuy	v^¨
p(i+ 12 , l)
¯toqD~voQ|rf@ eqDtqvM|p
^~DqDtwexwf>dGv¢OtuyÃt qDaf>rvMduxwfedGfeq^~Dn x^qDqDtwrf¿v^¨	toqfe~DdGfrQt^qf¿pDtqfrp¢¯7pv9qDa^q
l
sBf
xwvO¢^qfr°sBfeq«§¶frfe
l− 12
^
l+ 12
®pfrf yz|u~f/Q´   Y¯Qsu|uqb§3tqDaºqDaf7tdBvM~Dq^q~frpqD~DtweqDtwvM
qDa^qbv½v¢fe~Dq ² tuytwpbBfe~DdtqDqfrsBfeq«§³frfe<qDaf@q«§³v½^~DqDtwexwfrp¢´¬`bautwpbtwp³d^qfe~Dt^xt&¢frºsn°
e|uqbvM°qDaf
(i, l)
qvM~D|p ®pfrfyz|u~fQ´  ´ sY´¬µ@p³xwvMuy½MpbvMf7uvOfrp¶vMqbe~vzpp³qDaf7e|uq³Q~¢§3
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(a)
(b)
l
l− 1
l
N
i
i+ 1
l+ 1
i− 1
i+ 1
l
i+ 1/2i− 1/2
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 toqfe~Du~feq^qDtwvMv^¨
p(i+ 12 , l)
Æ Y´  |uqtºqDaf/qD~^pDtqDtwvMp Rs
t yz|u~fQ´  ´ s;¯qDaf@¨ÆvMxxwv¢§3tuyufeq^txwfr<s^x^rf/avMxwup^xwvMuy°	avM~Dt&¢vMq^xLxtf
p(i+ 32 , l)
p(i+ 12 , l)
=
λ+(i+ 1)
λ−(i+ 1)
.
lotdtx^~Dxn¯^xwvMuy	fe~DqDtw¢^x;xtfz¯u§³farf
p(i+ 12 , l + 1)
p(i+ 12 , l)
=
λ−(l)
λ+(l + 1)
.
`bautwpbpDav¹§p3^qbvMrfqDa^q
p(i+ 12 , l)
twp³qDaftoM^~Dt^oq3dGf¢MpD|u~f7v^¨;qDautwp¤ªÅ^~DqDtwexwf@pnOpDqfed<´
 vMdsututuyqDafrpf/xMpDq3q«§³vfr{o|^qDtwvMp¢¯u§¶f/yfeq



λ+(i+ 1)p(i + 12 , i+ 1) = λ
+(i+ 2)p(i + 32 , i+ 2),
λ−(i+ 1)p(i + 32 , i+ 1) = λ
−(i)p(i+ 12 , i).
`bautwpdGf¢^p	qDafdGf¢Mp|u~f§³frvMpDtwufe~	twp½pDqDtxx©qDafÁpDq^qDtwvM^~Dn¿vMfz¯Ëu~v¹otwufr»qDa^q	qDaf
¨ÆvMxxwv¢§3tuyqD~^pDtqDtwvMp~^qfrp@^~f:Muufr
(i+
1
2
, i+ 1)
λ+(i+1)→ (i+ 3
2
, i+ 2)
(i+
3
2
, i+ 1)
λ−(i+1)→ (i+ 1
2
, i),
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§3autwa>twp7q^q^dGvM|uoq:qv<MuQtuyºqD~^pDtqDtwvM<×|udp/^xwvMuyºqDafe|uq R§3tqDavM|uq:e~vzppDtuyºtq
av¹§¶fefe~ Y´bg³nÁrvMpqD~D|eqDtwvM§¶f:dGfrfeq^y^tqDaf:rvM~D~freq~^qfrpsBfeq«§³frfe
i
^
i+ 1
^
qDafrvM~D~frpDvMQtuydGf¢MpD|u~frp	v^¨³qDautwp:dGvoufexÅ¯"pDtduxn.sn>pD|uddtuyv¢fe~
l
´Áh«¿MuQtqDtwvM
qDaf7z^x|f/v^¨ËqDaf7É|QÄ°twpvMsuq^tfrQt~freqDxn°sn
φ = λ+(i+ 1)p(i +
1
2
, i+ 1) − λ−(i+ 1)p(i+ 3
2
, i) =
φ
det
× det,
MpfYÄQBfreqfrZ´`bautwpu~vorfrQ|u~fv^¨3MuQtuy<dGv¹otuy§³^xxwp Æ eqDtqvM|p:^~DqDtwexwf 7rvM|uxwJsBf
|pfY¨R|uxZt<pvMdGf:¢Mpfrp3qvrvMpDqD~D|eqqDaf7tz^~Dt^q@dGf¢MpD|u~f§3afe<~fefe~pDtsutxtqÂn°twp3xwvzpDq¢´
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ABCD
ACDB
ADBC
ACBD
ADCB
ηa = BCD
ηb = ACD
ηc = ABD
ηd = ABC
ηb = ADC
ηc = ADB
ηd = ACB
ηa = BDC
ABDC
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xwvO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fyz~^ua9t»§3autwa9voufrp	~feu~frpfeoq^xx³t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v^¨¬qDa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f½^xxwv¢§³fr.qD~^pDtqDtwvM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eqDtuyÁqDafrpf
vOufrp¢´»g¶n»ufutqDtwvM exwvzpfr9^qDa t9qDafyz~^ua dGf¢^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vOufrpG^~f
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OtwpDtqfr vMuxnvMrfz¯/su|uqqDaf fYÄQqD~fedtq«n§3autwa twpotwptqfrq«§3twrfz´ fey^~Qtuy qv  vMx­ª
dGvMyvM~v¹ßpe~Dtqfe~DtQ¯7q«§³v q«nOfrpv^¨½enQexwfrp^~Dtwpf9qD~DtOt^x:^·vMQªÅqD~Dtot^x	enOexwfrp¹´ÇLfeq
{η1, η2, . . . , ηk, η1}
sf°<enQexwftovMxotuy
k
Qt­±Bfe~feoq½pq^qfrp¢¯(^
λ12, λ23, . . . , λk1
qDaf
pfeq©v^¨qD~^ptqDtwvM~^qfrp³^qDqMafrqv/f¢Ma°^~z¯O^
λ21, λ32, . . . , λ1k
qv/qDaf~fefe~pfrvMfrp
ÆMppD|udtuyf¢MaqD~^pDtqDtwvM	twp~fefe~pDtsuxwf©§3tqDa½ utqf¶~^qf Y´`bafe;¯^qv@afr ² ~fefe~pDtsutxtq«n¯
§³f:^qDqMaqv½qDautwpenQexwf:½rvof  etwfeoq
γ+
γ−
 =
λ12λ23 . . . λk1
λ21λ32 . . . λ1k
,
ÆQ´  
^ vMxdGvMyvM~v¢ßp@e~Dtqfe~DtwvMavMxwup3t­¨¬^<vMuxnÁt­¨"qDautwprvOf  etwfeqtwpfr{o|^x;qv
1
´
¼ afe qD~^pDtqDtwvMp.rvMpDtwpDq.vMuxnt ^~DqDtwexwf9fYÄua^uyfrp.sBfeq«§³frfe fetyzaosvM|u~Dtuyptqfrp¢¯
§3autwa twp	qDafÁ¢MpffetqDafe~t qDaf°pDtduxwf°fYÄQex|pDtwvM9u~vOrfrpp 
n = 2
vM~	¨®vM~	qDafÁd:|uxqDt­ª
qÂnoBf3^~DqDtwexwfpDnOpqfed 
n
voutvM|u~©dGvOufexufutqDtwvMY¯Otq¬twp¬BvzppDtsuxwfbqvtwufeoqDt­¨Rn/pfeq©v^¨
fexwfedGfeoq^~DnenQexwfrp§3autwaux¢n^tdBvM~Dq^q@~vMxwftqDaf	ufrpe~DtuqDtwvMv^¨¬qDafpDq^qDtwvM^~Dn
~feyztdGfz´
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~vMd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¨ÆvM~
qDaf@exMpp³v^¨pDnQpDqfedGp¶§¶f7rvMpDtwufe~¢¯OqDa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rvMQtqDtwvM°qDa^q vMxdGvMyvM~v¹ßpe~Dtqfe~DtwvMÁavMxwup¶¨ÆvM~
f¢Ma 
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f@qvMq^x
o|ud:sBfe~@v^¨¬tufeBfe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enQ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f:pDq^qfpDM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¢^¿sBfGvMspfe~Dfr»snJBfe~j¨ÆvM~Ddtuy.ºrvMdsut^qvM~Dtw<^^xnOptwp¢¯L~fedGfedsfe~	qDafpq^qfYª
yz~^ua9uffrp½ºyz~^ua t¿§3autwa9f¢Ma vOufGtwp½<pDq^qfz¯(^¿f¢Ma9^~ÁrvMufreqDtuyq«§¶v
vOufrppDq^up¨®vM~^^xxwv¢§¶frqD~^pDtqDtwvM;´¶Êu~vMd$sMpDtw/~frpD|uxqp3t<yz~^ua<qDafrvM~Dn ®pfrf àY¯
qDaf{|^oqDtq«nÃyztOtuy>qDaf<o|ud:sBfe~v^¨tufeBfeufeq°enOexwfrpt ^ ^~DsutqD~^~Dn yz~^ua G twp¢^xxwfr<qDa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ν(G) = m− n+ p, ÆQ´à 
§3afe~f
n,m, p
^~fqDaf	~frpDBfreqDtf½|udsfe~/v^¨³voufrp¹¯B^~rp/^.rvMdBvMfeqp¢´	hÂ.^xx(vM|u~
¢Mpfrp¢¯¤ptrf(qDaf¬pDnQpDqfedtwpLt~D~frQ|etsuxwfz¯MqDaf(|udsfe~Ëv^¨rvMdvMfeoqtwp
p = 1
´"hÂq;~fed^tpLqv
fez^x|^qfqDaf7o|ud:sBfe~v^¨Ëvoufrp^°qDaf/|ud:sBfe~v^¨¬^~rp¢´(`bafyfefe~^x¢Mpf7twp3tvMxfrZ´
`bao|pG§³fpDa^xxvMuxnÃrvMptwufe~Gq«§³v»pDtduxwf¢Mpfrp¢¯³§3afe~f^xxfexwfedGfeoq^~DnÃ~^qfrp Rt&qDaf
vM~Dtyzt^xËu~vOrfrpp ^~f:BvzpDtqDtfz¯Z^f¢Ma>^~½v^¨¬qDaf	pq^qfYªÅyz~^ua§3txx(rvM|uoq@sBvMqDa¨®vM~
qD~^ptqDtwvM^ºtqp3~fefe~pfz´
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`baf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2N
^Z¯¨R~vMdAqDafbfe~DnufutqDtwvM;¯oqDaf3|udsfe~³v^¨tufeBfeufeq

   twpfYÄMeqDxnJqDafGo|ud:sBfe~v^¨pfr{|ferfv^¨pDt&¢f
N − 1 ¯"tÅ´ßfz´ 2N−1 ´<`LvrvMdu|uqfqDafo|ud:sBfe~Áv^¨^~rp¹¯¶§³ftoqD~voQ|rf
nNk
qDaf<|udsfe~ºv^¨/rvMyz|u~^qDtwvMpºv^¨/pDt&¢f
N
§3tqDa
kpfreqvM~p@v^¨¬twufeoqDtw¢^xË^~DqDtwexwfrp qDautwptwp@u~fretwpfexn<qDaf|ud:sBfe~v^¨©^~DqDtqDtwvMp7v^¨
N
§3tqDa
kfexwfedGfeoqp¢´©`bautwpnotwfexwup3qDaf:pDtduxwf~fre|u~D~ferf
nN+1k = n
N
k−1 + n
N
k ,
qDafrvM~D~frpvMQtuyyfefe~^qDtuyG¨®|ueqDtwvM<sfetuyyztfe<sn
f(x, y) =
∞
∑
N=1
N
∑
k=1
nNk x
kyN =
2xy
1 − x− xy .
µ·pDq^qf§3tqDa
k
pfreqvM~³¢^ÁfYÄOBfe~Dtwferf
k+1
BvzppDtsuxwfqD~^pDtqDtwvMp¢¯OqDafe~fY¨ÆvM~fqDaf|ud:sBfe~
v^¨¬^~rpv^¨ËqDafyz~^ua<twp
m =
1
2
1
N !
∂N
∂yN
∂
∂x
[
xf(x, y
]
∣
∣
∣
∣
∣
x=1,y=0
= 2N−1
(
1 +
N + 1
2
)
.
Ì@ferf
ν(G) = 2N−2(N − 1) + 1,
^
ν(G)
m
=
N − 1
2
+ 21−N .
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pav¢§3tuy¯¨ÆvM~x^~Dyf
N
¯B^JMpDnOduqvMqDtw¨ÆMeqvM~v^¨
N/2
sBfeq«§¶frfeJqDaf½enQexwvMd^qDtw	|ud:sBfe~
ν(G) ^ºqDaf7o|ud:sBfe~v^¨ 
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gbfr¢^|pf3v^¨tz^~Dt^rf3|uufe~¬et~e|ux^~(Bfe~Dd:|uq^qDtwvMv^¨qDafb^~DqDtwexwfrp¬v^¨ByztfeGpDq^qfz¯qDaf
o|ud:sBfe~@v^¨©pq^qfrptwp
(N − 1)! ´`baf/|udsfe~v^¨©^~rptwpfYÄMeqDxn N/2 qDtdGfrpqDaf/|udsfe~v^¨(pDq^qfrp¢¯QtÅ´ßfz´ N !
2
´¬`bafe~fY¨ÆvM~fz¯
ν(G) = (N − 1)!
(N
2
− 1
)
+ 1.
Ì@fe~fqDafo|ud:sBfe~v^¨ 
  >twpyztfe.son
N(N − 2)! = N(N − 1)!/(N − 1) ¯§3afe~f N twpqDaf|udsfe~v^¨¬BvzppDtsuxwf:xwfeqDqfe~pqv~fedGv¢fz´@hÂufrfrZ¯~fr¢^xxtuyÁ¨®~vMd$qDaf	ufutqDtwvM.qDa^q
 
  .twp7vMsuq^tfrsn~fedGv¢OtuyxwfeqDqfe~@¨R~vMd pfr{|ferfz¯
(N − 1)! twpqDafo|ud:sBfe~v^¨pq^qfrp^
1/(N − 1) 	pDnoddGfeqD~Dn¨ÅMeqvM~bQ|f7qv½et~e|ux^~Bfe~Dd:|uq^qDtwvMv^¨ N − 1 xwfeqDqfe~pfr{|ferf	rvM~D~frpDBvMQtuyqv°GenQexwfz´`bao|p@§¶f	vMspfe~Df	^y^tqDaf½MpDnoduqvMqDtw:¨ÅMeqvM~@v^¨
N/2
¯Q¨ÆvM~3x^~Dyf
N
¯usfeqÂ§¶frfeqDafenOexwvMd^qDtw:|ud:sBfe~@^<qDaf7|ud:sBfe~v^¨ 
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`baf3rvMex|ptwvMv^¨qDautwp©{|^xtq^qDtf^^xnQpDtwpËtwp(qDa^q¢¯yztfe^GtufeBfeufeq©pfeq¬v^¨ZenQexwfrp¢¯
dGvzpqbv^¨"qDafed ^~f7vMq 
  ´(¼ tqDavM|uq3u~v¢OtuyqDautwp³¨ÅMeq¶¨ÆvM~bqDaf@dGvMdGfeq¢¯u§³f¢^°p\¤¨®fexn
ex^td qDa^q^n»tufefeufeoqGenOexwfÁ¢^»sBfÁufrrvMdvzpfr9vM <sMptwp	rvMptwpDqDtuyJv^¨qDaf
pfeqv^¨ 
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exwfrpv^¨   ,
	"   Mp3qDafrpf/ufeutweqfrt yz|u~fQ´  ´ßz´¶lotrf:qDautwp
pfrrvMexMpp7enQexwfrp^~fqD~DtOt^x"§3tqDa~frpfreq@qv  vMxdGvMyvM~v¢ßp:e~Dtqfe~DtQ¯Bt§3a^q@¨®vMxxwv¹§
§³f§3txxLpvMxwfexn°uf¢^x;§3tqDa 
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µ,{|frpDqDtwvM5twpqDafe5§3afeqDafe~JtqtwpBvzppDtsuxwf qv·^qDqMaqv qDafrpf vM5qD~Dtot^xenQexwfrp¢¯
rvMpfe~Dfr {o|^qDtqDtwfrp R§3autwa z^utwpDa §3afe qDafpDnQpDqfed,twp~fefe~pDtsuxwf Y¯^dGfexn&^~DqDt­ª
exwfe|u~D~feoqp¢´µqD~^pDtqDtwvM>q ² tuy<uxMrfsBfeq«§³frfe¿qÂ§¶vº^~DqDtwexwfrp	v^¨bQt­±Zfe~feq:q«nOfz¯prn
AB → BA ¯¶¢^ sf°Otwfe§¶fr fetqDafe~ÁMpJ^~DqDtwexwf A qD~rfexxtuy qvJqDafº~Dtyzaoq¢¯3vM~Mp^~DqDtwexwf
B
qD~rfexxtuy.qv<qDafxwfY¨Rq¢´`bafe~fY¨®vM~fz¯"q«§³vjvMtoq 
  Ã^~ftvMxfr t¿qDautwp	fYÄOª
a^uyf ®pfrf yz|u~f½Q´  ´ sY´@µpp|udtuyqDautwp@qD~^pDtqDtwvM.vore|u~p@sBfeq«§³frfe.ptqf
i
^
i + 1
¯
§³frvMpDtwufe~:qDafQ|^x¬yz~^ua v^¨bqDafpDq^qfYªÅyz~^ua pq^qfz¯pfrf yz|u~f ÆQ´à Y¯(^J§¶ftwufeQª
qDt­¨®n<qDaf	rfeqfe~/v^¨¶f¢Ma.uxM{|feqDqf½§3tqDa>^.fexwfedGfeq^~Dn 
  J~feu~frpfeqfrJson~frQ|rfr
§³vM~Z´(h«qDautwp©§brn¯u/pfeq¶v^¨Bz^~Dt^suxwfrp {φ(η∗)} twp³^qDqMafrÁqv/qDaf 
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pt­ª
qDtwvMºsBfeq«§³frfepDq^qfrp¢´ 1 ÄOuxwvMtqDtuyqDafrvM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 ¾@~^ua½v^¨qDafbpDq^qf³pDMrf¶¨®vM~( 
+	§3tqDa½qDau~frf¶^~DqDtwexwfrp¬^qDafbQ|^xQyz~^ua
rvM~D~frpDBvMQtuyGqvqDaf7BvzppDtsuxwfrpenOexwfrp¢´
e|u~D~feoqpsBfeq«§³frfepDq^qfrp
η
^
η′
¢^ºsf7§3~DtqDqfetºqDaf7¨ÆvM~Dd
λabPη − λbaPη′ = φa
(
η∗i
)
− φb
(
η∗i+1
)
,
ÆQ´  
^xxwv¹§3tuy°qva^uyf	e|u~D~feq7z^~Dt^suxwfrptoqvenQexwf/z^~Dt^suxwfrp¢¯BMpxwvOvMe|u~D~feoqp^~f/tqD~v^ª
Q|rfr»t ^9fexwfreqD~DtwÁet~e|utq¢´fr¢^xx©qDa^q¢¯Ësn>rvMpqD~D|eqDtwvM;¯(t­¨vMf¨ÆvMxxwv¢§p^~DqDtwexwf
p\rn
a
^~vM|uenQexwfz¯^<t­¨¬vMf§3~Dtqfrp ÆQ´  ³¨ÆvM~f¢MaqD~^pDtqDtwvM;¯qDaf:{o|^qDtq«n
φ
(
η∗i
)
~fed^tp^x§³rnQpqDafp^dGf^xwvMuyºqDautwpenQexwfz´:¼J~DtqDtuyºqDa^q/fr{o|^qDtwvM.¨ÆvM~:^xxËpq^qfrp/^
^xxvzppDtsuxwf3qD~^pDtqDtwvMp¶u~voQ|rfrpbpfeq³v^¨;fYÄOqfeufrufeq^txwfrs^x^rffr{|^qDtwvMp¢¯o§3autwa;¯
¤¨®qfe~3fextdt^qDtuy^xx
φ
ßp¢¯O§³vM|uxw°xwf¢Mqv	qDaf@tz^~Dt^q3dGf¢Mp|u~f@fr{o|^qDtwvM;´¬gbfY¨ÆvM~fu~v¹ª
tuyºqDa^qqDautwppnOpDqfed v^¨bfr{|^qDtwvMptwp7§³fexx¬uffrZ¯;xwfeq|p7d ² f½qDaf½xt ² v^¨¶qDafrpf	É|QÄ
fr{o|^qDtwvMp§3tqDaqDaf:d^qD~Dt­ÄoªÆ¨ÆvM~Dd pvMx|uqDtwvM   v^¨¬qDafpDtduxwf	fYÄQex|pDtwvMu~vorfrpp¢´3` ² f½
pnOpDqfed v^¨bpDt&¢f
N
¯B§3tqDaJq«§³vºq«nOBfrpv^¨¶^~DqDtwexwfrp
A
^
B
¯ZvMBfeJsvM|u^~DnrvMQtqDtwvMp¢¯
Á~^qfv^¨bfeoqD~^rf
α
^qqDafxwfY¨Rq/fe»^¿Á~^qfGv^¨3frp¢^f
β
^qqDaf~Dtyzaq	feJv^¨³qDaf
pnOpDqfed<´Ë`baf@tz^~Dt^q3dGf¢Mp|u~f@¢^°sBffervOufrÁsnGdGf¢^p3v^¨Ë/d^qD~Dt­ÄÁu~voQ|eqbtÁqDaf
¨ÆvMxxwv¢§3tuy½d^ufe~¢´¬µyztfe°pfr{|ferf
η = ABA . . . BB
twp¶~feu~frpfeqfr°sonÁ:u~voQ|eq3v^¨
ÍRÎ"ÏLÍ®Ð
   
  	" 	
 

,   	  
	" " 
 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
AABBC
AABCB
AACBB
ABABC
ABACB
Ca1

Ca2

Ca3

Cc1
 
Cc2

!
ACABB
Ca1
Ca2
Ca3
Cc1
Cc2
"$# %'&'()&+*$, -/.1032$4653798:4';=<>81038>;=<:2?0A@B;C7D5A.E0F8>5A8103GHGHIJ0A<:ILKMKN;O8:.:PQ@=R9STUKN5WV$;OGXPH8:4JY'Z;
2?03.:8:PQ@OGQ;B<\[
(A,A,B,B,C)
03]'V^8:4';V)_?03G`.1032$4a@B5A.:.>;B<:2b5A]'V)PH]$`c8>5M8:4';2d5<><>PHe$GQ;
@OI)@OGQ;B<\f
Kc038:.:PQ@B;B<
U
03]'V
V
['03]'V^8:4';@B5A.:.>;B<:2b5A]'V)PH]$`NX ;OPH`489PQ<5Ae$8103PH]';BV=eIC8103gLPH]$`M8:4';h8:.10A@B;
Pη = i . (WUV U . . . V V ),
X4';O.>;
W
PQ<j03]k0AV$V)PH8:PQ5A]?03GKc038:.:PmlnX4$PQ@>4k8103g;B<hPH]8>5=0A@B@B5A_$]W8j8:4';oeb5A_$]'V'03.:Ip2$.>5A2b;O.:8qIf
Rr<:_)sc@OPQ;O]W8@B5A]'V)PH8:PQ5A]=7D5A.8:4$PQ<8>5oeb;t8:4';hPH]Z03.:Pu03]8/KN;\0A<:_$.>;hPQ<8:4?038
U, V,W
<1038:PQ<v7wI











λabUV − λbaV U = U + V (∗)
UW =
1
β
W
WV =
1
α
W.
i 4';.:PH`48<:PQV$;tPH] (∗) PQ<.>;OKMPH]$PQ<>@B;O]895378:4';<1;B@B5A]'V^KN;OKjeb;O.537xDy)f{z|}f~q]C70A@O8X ;h4?0BZ;
φa(η
∗
i ) = i .
(
Wη∗i
)
φb(η
∗
i+1) = − i .
(
Wηbi+1
)
'}}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hÂqGtwp~fed^~ ² ^suxwftÃqDautwpÁ¢MpfºqDa^qz^~Dt^suxwfrp°^qDqMafr qvJqDafQ|^xx^qDqDtwrf RqDaf
φ
ßp
q ² fGqDaf¨ÆvM~Dd¸v^¨3ºu~vMs^sutxtq«n»^duxtqD|ufÁv^¨3º~frQ|rfr¿fYÄuex|pDtwvM¿u~vOrfrpp ß`L~ (
Wη∗i
)
rvM~D~frpvM.qvÁqDaf½pDq^qDtwvM^~Dn§¶fetyzaq/¨®vM~/ÁpDnQpDqfed v^¨³pDt&¢f
N − 1 «´`bautwppD|uyzyfrpDqp7qDaffYÄQtwpDqferfv^¨¿Q|^x7u~vOrfrppt qDafpDMrfv^¨ 
  ¯§3autwa·¢^ sBf<¨ÆvM~Dd:|ux^qfr Mp°^
fYÄuex|pDtwvM<u~vOrfrpp¢´
        	     
  +   
    #   
	
¼ afe§3~DtqDtuyÁqDaf:pnOpDqfed ÆQ´  ³¨ÆvM~ufeq^txwfre|u~D~feqp¢¯§¶farf	^qa^
m
fr{|^qDtwvMp¢¯
m
sBfetuyGqDaf:|ud:sBfe~7v^¨Ëxt ² pv^¨(qDafpDq^qfYªÅyz~^ua;¯^
n+ ν  
|u ² v¢§3p¹¯§3afe~f
n
twp
qDaf7o|ud:sBfe~v^¨Ëvoufrp^
ν  
qDaf|udsfe~@v^¨ 
	 L´©h«ºd^qD~Dt­Ä°¨ÆvM~Dd<¯QqDautwp3~f¢Mup
MP = Φ,
ÆQ´  
§3afe~f
• M twp m× n d^qD~Dt­Ä $
• P JrvMx|ud freqvM~v^¨/pDt&¢f n ¯©qDaffexwfedGfeqpÁv^¨7§3autwa ^~fºu~vMs^sutxtqÂnÃ§¶fetyzaoqprvM~D~frpDBvMQtuyqvf¢MapDq^qf$
• Φ twprvMx|udfreqvM~v^¨¬pDt&¢f m ¯Q§3afe~f:f¢MarvMdBvMfeqtwpqDaf:^xyfesu~^twrvMqD~Dt­ªsu|uqDtwvM v^¨^xx 
  9a¢otuyqDafÁrvM~D~frpDvMQtuyxt ²
l
t rvMddGvM;¯
l
sfetuyJºxtf
tufYÄB¯^°§³f/^x~f¢MQn ² v¢§ qDa^q3qDaf7o|ud:sBfe~v^¨ËqDafrpf7rvMqD~Dtsu|uqDtwvMptwp^q3dGvzpDq
Q¯pfrf yz|u~f:Q´  ´ßz´
`v uÄ»qDafºpDtyzÃrvMofeqDtwvMp¢¯³§³f<^yz~frf°qDa^qvM~Dtwfeq^qDtwvMpv^¨@enQexwfrpG^~f°yztfeÃsn»qDaf
^qD|u~^x3vM~Dtwfeoq^qDtwvM&v^¨qDafÁpDnOpqfed<¯ËtÅ´ßfz´Jf¢Ma9^~DqDtwexwfÁqD~rfexwpBvzpDtqDtfexnJ¨®~vMd xwfY¨®q½qv
~Dtyzaoq¢´¬µ°fYÄurfeuqDtwvM<twpbdMuf@¨ÆvM~bqDafpDtduxwffYÄQex|ptwvM°pnOpDqfed<¯uptrftºqDautwp3¢MpfavMxwfrp
qD~¢fex;BvzpDtqDtfexn°qv½qDafxwfY¨Rq^<qDafe~ftwpvMuxn°vMfq«nOfv^¨ 
  ´
λ10P (η) − λ01P (η′) = φ(η∗i ) + φ(η∗i+1)
¨®vM~ 
λabP (η) − λbaP (η′) = φa(η∗i ) − φb(η∗i+1)
¨®vM~3d|uxqDt­ªÅq«nOfpDnQpDqfedGp¢´
µ@p³qDaf7enOexwvMd^qDtw7o|ud:sBfe~v^¨LqDafpDq^qf@yz~^uaºtwp³qDaf@|ud:sBfe~v^¨LtufeBfeufeqenOexwfrp3v^¨
qDafyz~^ua;¯"§¶fpfrf½¨R~vMd ÆQ´à 7qDa^q	vM|u~pDnQpDqfed<¯Lptrf
m
twp/qDaf|udsfe~½v^¨fr{|^qDtwvMp
^
n+ ν  
qDaf/|ud:sBfe~v^¨Ë|u ² v¢§3;¯twpv¢fe~jª«ufeqfe~Ddtfrsn<½{|^oqDtq«n
m− (n+ ν   ) = ν − ν   − 1.
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hÂ½twp"tqfe~frpDqDtuy/qv7twufeoqDt­¨Rn	qDafbvM~DtyztGv^¨qDautwp(v¹fe~jª«ufeqfe~Ddt^qDtwvM°^G@pfeq(v^¨~frp|uxqDtuy
rvMpqD~^tqp/u|uqvMJqDaf
φ
ßp¹´`Lv<f¢Ma>xtfGv^¨¶qDafGd^qD~Dt­Ä
M
rvM~D~frpDBvMup:°qD~^pDtqDtwvM
sBfeq«§³frfeqÂ§¶vÁpDq^qfrp¢¯pvqDa^q@GyztfeenQexwf/t<qDafpDq^qfYª«pDMrf/twp@MppvOet^qfr<§3tqDapvMdGf
rvMdsut^qDtwvMv^¨xtfrpv^¨
M
R^dGfexn/qDaf©p|rrfrppDtf¬qD~^ptqDtwvMpq ² tuy^~Dq"t:qDaf¶enOexwf Y¯
^qDaf/~frpD|uxqDtuy°pD|usQªÅd^qD~Dt­Ä<twp7Gp{o|^~fd^qD~Dt­Äv^¨¬pDt&¢f:qDaf/o|ud:sBfe~7v^¨¬pDq^qfrpOtwpDtqfr
sonqDaf:rvM~D~frpDvMQtuyÁenOexwfz´
h«¨ γ+
γ−
twp  vMxdGvMyvM~v¢ßpbrvof  etwfeoq ÆQ´  Ëv^¨ZqDautwp¬enQexwfz¯qDaf3~fex^qfrufeqfe~Ddt^q³twp¬pDtduxn
yztfeson
γ+−γ−
^	M^utwpDafrp"¨ÆvM~¬^xxuqD~Dtot^xuenQexwfrp(v^¨qDafbqÂnoBfbufeutweqfrt yz|u~fQ´  ´ßz´
`bautwpbdGf¢^pbqDa^qbqDaf7o|ud:sBfe~v^¨tufeBfeufeqfr{o|^qDtwvMpbtwp
m− ν + ν   ¯Q§3autwa<fr{o|^xwpqDaf7o|ud:sBfe~v^¨|u ² v¢§3dt|p
1
¯QqDaf7~fed^tutuyufeyz~frf:v^¨L¨®~frfruvMd sfetuy~fex^qfr°qDaf
vM~Dd^xt&¹^qDtwvMGrvMQtqDtwvM;´(Ì@v¢§³fefe~¢¯rfe~Dq^t	o|ud:sBfe~¬v^¨rvMd^qDtsutxtq«n½rvMQtqDtwvMp(a¢f
qv½sBf7tdBvzpfrºvMºqDaf
φ
ßp3t<vM~ufe~qvfextdt^qf:p\¤¨®fexn°^xx;ufefeufeoqfr{o|^qDtwvMpv^¨"vM|u~
pnOpDqfed ÆQ´  Y´°`bafrpfrvMQtqDtwvMp:xwf¢M»Qt~freqDxnJqvºqDafsMpDtw~fre|u~D~ferfpafedGfG§3autwa
twp^qqDaf°pvM|u~rf°v^¨d^qD~Dt­ÄOª«pvMx|uqDtwvMpGvMsuq^tfrÃt qDaf°rvMoqfYÄOqGv^¨ +B¯¬su|uq^xwpv¨ÆvM~
d|uxqDt­ªÅq«nOf:^~DqDtwexwf/pDnQpDqfedGp   «¯Mp3§³f/pDa^xxLpfrf7t<qDaf@¨®vMxxwv¹§3tuyxwfedd
 !/!   
 	
 
N
,   !   
       " , 
     
A
  	 "   
 
 	 !
η
   
  "   
  !  
N
'	" 
η∗
 ,!	 !   
"   
   	"*!  
	
η

, 
	 "       
A
  	 

P (N−1)(η∗)
,   " 
	 	          
     
η∗
"
  "!	! 	"    , 
    ,!	 !   
    
  0
N − 1   "  C (N)a   
	"  " 	 
  !      
a
   "    
	
φ(N)a (η
∗) = C (N)a P
(N−1)(η∗),
      ,
      ,
	"   
	" 
	 	      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 hÂpDqf¢M v^¨7u~v¢OtuyJqDautwp½¨®vM~^Ã^~DsutqD~^~Dn9qD~DtOt^xenOexwfz¯¶§¶fºuv.tq½¨ÆvM~½qDafºvMf
ufeutweqfr t yz|u~fºQ´  ¯(xwf¢rOtuy.qvqDaf~f¢Mufe~½qDaf°ufeq^txbv^¨qDafÁyfefe~^x3¢Mpfz´.`Lv uÄ
pvMdGf7vMq^qDtwvM;¯xwfeq
η1
¯
η2
¯
η3
^
η4
sf7qDaf
4
pq^qfrprvMrfe~Dfr<sonqDaf/enQexwfz¯pv½qDa^q
η1 = . . .AB . . .CD . . . η1∗i = . . .B . . .CD . . . η
1∗
i+1 = . . .A . . .CD . . .
η2 = . . .BA . . .CD . . . η2∗j = . . .BA . . .D . . . η
2∗
j+1 = . . .BA . . .C . . .
η3 = . . .BA . . .DC . . . η3∗i = . . .A . . .DC . . . η
3∗
i+1 = . . .B . . .DC . . .
η4 = . . .AB . . .DC . . . η4∗j = . . .AB . . .C . . . η
4∗
j+1 = . . .AB . . .D . . .
ÏÏ$Ö! "#"
   	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µ@ppD|udGf^xwpv
A
twpt BvzpDtqDtwvM
i
^
C
t BvzpDtqDtwvM
j
t
η1
´ `bafe;¯qDafpDnOpqfed v^¨
fr{o|^qDtwvMp~frpqD~Dtweqfrºqv½qDautwpenQexwf7q ² frpqDafpDtduxwf¨®vM~Dd
λabP [η
1] − λbaP [η2] = φa[η1∗i ] − φb[η1∗i+1], (a)
λcdP [η
2] − λdcP [η3] = φc[η2∗j ] − φd[η2∗j+1], (b)
λbaP [η
3] − λabP [η4] = φb[η3∗i ] − φa[η3∗i+1], (c)
λdcP [η
4] − λcdP [η1] = φd[η4∗j ] − φc[η4∗j+1]. (d)
µ@p7§¶f^x~f¢MQn ² v¢§/¯qDafrpffr{o|^qDtwvMp^~fvMq:tufefeufeoq¢´Ì@ferfq ² tuyºqDafrvMd½ª
sut^qDtwvM
λcd(a) + λba(b) + λdc(c) + λab(d)
xwf¢Mupqvfextdt^qf:vMf/fr{o|^qDtwvM;¯usu|uq§3tqDa
qDaf@¨ÆvMxxwv¢§3tuyÁrvMpDqD~^tq@vM<qDaf
φ
ßp¢´
λcdφa[η
1∗
i ] − λdcφa[η3∗i+1] + λdcφb[η3∗i ] − λcdφb[η1∗i+1] +
λbaφc[η
2∗
j ] − λabφc[η4∗j+1] + λabφd[η4∗j ] − λbaφd[η2∗j+1] = 0
µbqqDautwp/vMtoq¢¯Zxwfeq|p~fed^~ ² qDa^q¢¯Z¨ÆvM~7fYÄ^duxwfz¯
η1∗i
^
η3∗i+1
^~f½t>rvM~D~frpDvMuferf
qDau~vM|uyza&qDaf°qD~^pDtqDtwvM
CD → DC ^qGpDtqf j ¯ j + 1 ¯bMp½§¶fexxMp η2∗j
^
η4∗j+1
§3tqDa
~frpfreqqvqDafqD~^pDtqDtwvM
AB → BA ^q@pDtqf i, i + 1 ´r´r´r´Ê~vMd qDafanOvMqDafrptwp@v^¨¬qDafxwfeddQ¯qDautwp3yztfrp
C(N)a
(
C(N−1)c P
(N−2)[η1∗∗i,j ] − C (N−1)d P (N−2)[η1∗∗i,j+1]
)
+
C(N)b
(
C(N−1)d P
(N−2)[η3∗∗i,j ] − C (N−1)c P (N−2)[η3∗∗i,j+1]
)
+
C(N)c
(
C(N−1)b P
(N−2)[η2∗∗i,j ] − C (N−1)a P (N−2)[η2∗∗i+1,j ]
)
+
C(N)d
(
C(N−1)a P
(N−2)[η4∗∗i,j ] − C (N−1)b P (N−2)[η4∗∗i+1,j ]
)
= 0,
§3afe~f
η1∗∗i,j
twp7qDafGpfr{o|ferfvMsuq^tfr.¨®~vMd
η1
sonpD|uuu~frppDtuyºxwfeqDqfe~p:^q/pDtqf
i
^
j
´
`bautwpxMpDqfr{|^qDtwvMavMxwuppDtrf



η1∗∗i,j = η
2∗∗
i+1,j , η
3∗∗
i,j = η
4∗∗
i+1,j,
η2∗∗i,j = η
3∗∗
i,j+1, η
4∗∗
i,j = η
1∗∗
i,j+1.
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hÂ¿qDautwp½pfreqDtwvM9§³ffYÄ^dtfÁav¢§ qDafpqD~D|eqD|u~^xbrvMpq^qp
C(N)k
¯Ë§3afe9qDafen¿fYÄQtwpDq^q
dtwe~vzprvMutwxwfefexÅ¯^~fqD~^pDBvzpfr^q3dMe~vzprvMutw/xwfefexÅ´
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N
   
n
  
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k
 " 
l

λ(N)kl P (η) − λ
(N)
lk P (η
′) = φk(η
∗
i ) − φl(η∗i+1), k, l = 1 . . . n,
   
          ,  
   
	" 	   
	  "  !
φ(N)k (η
∗) = C (N)k P
(N−1)(η∗), k = 1 . . . n.
ÆQ´à 
  "       "  
 " 	
f∞[φ] = lim
N→∞
f (N)∞ [φ]
   
f (N)∞ [φ] =
∑
{η}
P (η) exp
( 1
N
n,N
∑
k=1,i=1
Xki φk(
i
N
)
)
,
         
   
	"
∂
∂x
∂f∞
∂φk(x)
+
∑
l 6=k
αkl
∂2f∞
∂φk(x)∂φl(x)
= ckf∞ − v
∂f∞
∂φk(x)
,
ÆQ´à 
" #  :¨®|u^dGfeq^xËp¢^xtuy
lim
N→∞
log
λ(N)kl
λ(N)lk
= αkl
 "  ∀l 6= k, lim
N→∞
N2C(N)k
λ(N)kl
= lim
N→∞
C(N)k
D
= ck,
  
v =
n
∑
l=1
ck.
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 ¼>f|pfqDafvMq^qDtwvMv^¨¬pfreqDtwvM  ´©h«<vM~ufe~qvfYÄOqD~MeqMuQtqDtwvM^xtQ¨®vM~Dd^qDtwvM
^qËpDqf¢MQn:pq^qfz¯¤§³f³~ff³vM|u~"u~frrfrQtuy7M^~Dt^qDtwvM^x^^xnQpDtwp"sn:ufutuy7qDaf¶¨®|ueqDtwvM^x
T (N)
(
{φ, ∂xφ}
)
=
N2
2
[
n,N
∑
k 6=l,i=1
λ̃(N)kl
∂2
∂φl(
i
N )∂φk(
i+1
N )
+ λ̃(N)lk
∂2
∂φk(
i+1
N )∂φl(
i
N )
]
f (N)∞ ,
ÆQ´è
§3autwaGrvM~D~frpDBvMupqv@qDafbpfrrvM	dGfed:sBfe~(v^¨fr{o|^qDtwvM  ´  ^qËpDqf¢MQn	pDq^qfz¯^	§3afe~f
tqtwp7|uufe~pqvovO.qDa^qqDafGpfeqp {φ}  = {φ( iN ), i = 1 . . . N}
^ {∂φ}  = {∂φ∂x ( iN ), i =
1 . . . N} ^~f7q ² feMpbtufefe^oq^~^dGfeqfe~p¢´©`bautwpb¨R|ueqDtwvM^x¢^ºsf@§3~Dtqfeºtºq«§³vQt­±Zfe~feqd^ufe~p¢´©fr¢^xxtuyGqDafufutqDtwvMp
4ψkl(i)  = φk(i+ 1) − φk(i) − φl(i+ 1) + φl(i)  = 4ψk(i) −4ψl(i),
ÆQ´èbdrn°sf7~fe§3~DtqDqfet<qDaf7¨ÆvM~Dd
T (N)
(
{φ, ∂xφ}
)
= ND
n,N
∑
k=1,i=1
∂xφk(
i
N
)
[ ∂f
(N)
∞
∂φk(
i
N )
− ∂f
(N)
∞
∂φk(
i+1
N )
+
∑
l 6=k
αkl
2
( ∂2f
(N)
∞
∂φk(
i
N )∂φl(
i+1
N )
+
∂2f
(N)
∞
∂φl(
i+1
N )∂φk(
i
N )
)]
+ O( 1
N
),
ÆQ´à 
iºqDaf:vMqDafe~a^Z¯rvMd:sututuyÁqDafpD|udGp3t ÆQ´è³notwfexwup
T (N)
(
{φ, ∂xφ}
)
= N2
n,N
∑
k,l=1,i=1
∑
{η}
e
1
N
~φ.~η+ 1
2N
4ψkl(i) sinh
4ψkl(i)
2N
×Xki X li+1
[
λ(N)kl P
(N)(η) − λ(N)lk P (N)(η′i)
]
,
ÆQ´  
§3afe~f
η
twpyztfeJrvMyz|u~^qDtwvM;¯
η′i
sBfetuyÁqDafvMf	vMsuq^tfr¨R~vMd
η
snfYÄua^uyztuy
i^
i+ 1
¯^
~φ.~η =
n,N
∑
k=1,i=1
Xki φ
( i
N
)
.
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  Ê~vMdÀqDaf/MppD|uduqDtwvMp3tºqDaf7pDq^qfedGfeoqv^¨qDaf7u~vMBvzpDtqDtwvM;¯u§³f¢^º~fe§3~Dtqf ÆQ´  bMp
T (N)
(
{φ, ∂xφ}
)
= N2
n,N
∑
k,l=1,i=1
∑
{η}
e
1
N
~φ.~η+ 1
2N
4ψkl(i) sinh
4ψkl(i)
2N
×Xki X li+1
[
C(N)k P
(N−1)(η∗i ) − C (N)l P (N−1)(η∗i+1)
]
,
ÆQ´   
§3afe~f
η∗i
twp3qDaf:pfr{|ferfvMsuq^tfr<¨R~vMd
η
snÁ~fedGv¢OtuyqDaf:pDtqf
i
´(¼>f/^xwpvGarf
∑
η
Xki P (η
∗
i )e
1
N
~φ.~η = f (N−1)∞ [φ
∗
i ]e
1
N
φk(
i
N
),
§3afe~f
f (N−1)∞ [φ∗i ]
dGf¢^pºqDa^q
f (N−1)∞
twpºrvMpDtwufe~fr)Mp»¨R|ueqDtwvM)v^¨	qDaf
n(N − 1)z^~Dt^suxwfrp {φk( jN ), k = 1, . . . , n; j = 1, . . . , N, j 6= i}
´ @pDtuy»^xxqDafrpfºtuyz~frQtwfeqp¹¯
fYÄQ^Qtuy ÆQ´   ³tv¹§¶fe~pv^¨ 1
N
^ ² frfeutuyGqDaf/uvMdt^oqqfe~DdGp¢¯u§³fyfeq
T (N)
(
{φ, ∂xφ}
)
=
N2
2
n,N
∑
k,l=1,i=1
4ψkl(i)
[
C(N)k
∂f (N−1)∞
∂φl(
i+1
N )
− C(N)l
∂f (N−1)∞
∂φk(
i
N )
]
+ O
( 1
N
)
.
ÆQ´  
@v¢§/¯~f¢^~D~^uyztuyqDaf/pD|udd^qDtwvM;¯|pDtuyGqDaffYÄuex|pDtwvM<u~vMBfe~Dq«n
n
∑
l=1
∂
∂φl(
i
N )
=
1
N
,
rvMd^~Dtuy ÆQ´à 3^ ÆQ´  Y¯§³f^xxnºvMsuq^t
N2
n,N
∑
k=1,i=1
∂xφk
( i
N
)
[
∂f
(N)
∞
∂φk(
i
N )
− ∂f
(N)
∞
∂φk(
i+1
N )
+
αkl
2
( ∂2f
(N)
∞
∂φk(
i
N )∂φl(
i+1
N )
+
∂2f
(N)
∞
∂φl(
i+1
N )∂φk(
i
N )
)
]
= N2
n,N
∑
k,i=1
∂xφk
( i
N
)
[C(N)k
D
f (N−1)∞ −
n
∑
l=1
C(N)l
D
∂f (N−1)∞
∂φk(
i
N )
]
+ O
( 1
N
)
.
µ@p@qDaf	xMpDq@fr{o|^xtq«navMxwup¨®vM~/^on
∂xφk
¯xwfeqDqDtuy
N → ∞ tduxtwfrpf¢MpDtxn ÆQ´à Y¯B§3autwa§bMpqv½sBf7u~v¢frZ´
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Ì@fe~f	§¶f	§3txx¬frpDq^suxtwpDa.qDaf½rvMufreqDtwvM>sBfeq«§³frfeJqDafpDqD~D|eqD|u~^x(rvMpDq^qp ÆQ´à @v^¨¶qDaf
e|u~D~feoqfr{o|^qDtwvMpMppvoet^qfrº§3tqDaqDaftz^~Dt^qdGf¢MpD|u~f^<qDaf7É|utw<xtdtqufrpe~DtQª
qDtwvMv^¨©pDq^qDtwvM^~DnpDq^qfrp¹´3Êu~vMd qDaf~frpD|uxqp@vMsuq^tfrtpfreqDtwvM  ¯§³f^~fxwvov ² tuyG¨ÆvM~
½pvMx|uqDtwvMv^¨"qDaf¨®vM~Dd
f∞(φ) = exp
(
∫ 1
0
dx
N
∑
k=1
ρ∞k (x)φk(x)
)
,
§3autwa;¯tpDq^oqDt^qfr<toqv ÆQ´à Y¯unOtwfexwup3yztfrpqDaf7¨ÆvMxxwv¢§3tuyfr{|^qDtwvMp¨®vM~3qDaf
ρ∞k
ßp/´
∂ρ∞k
∂x
− ρ∞k
∑
l 6=k
αklρ∞l = ck − vρ∞k , k = 1 . . . n.
`baf.toqfe~Du~feq^qDtwvM v^¨½qDautwp<pDnQpDqfed?twpºv¹§¸{o|utqf>exwf¢^~  tqºtwp<fYÄMeqDxn· ^~DqDtwe|ux^~
pq^qDtwvM^~Dn°pvMx|uqDtwvMv^¨"qDafpnOpDqfed ¨ÆvM~DdGfrºsonÁqDafrvM|uuxwfrg³|u~Dyfe~ßpfr{o|^qDtwvMp
∂ρk
∂t
=
∂2ρk
∂x2
− ∂
∂x
(
ρk
∑
l 6=k
αklρl
)
, k = 1 . . . n,
§3afe~f/qDaf7¨R|ueqDtwvMp
ρk
^~f/pvM|uyzaqt<qDafexMpp
ρk(x, t)
= ρ∞k (x− vt),
qDafz^~Dt^suxwf
(x − vt) sBfetuyq ² fe  dGvoQ|uxwv 1 «´Ì@ferfz¯ËqDafe~fÁtwp	<¨®~^dGf~vMq^qDtuy>^qfexwvOetq«n
v
¯utº§3autwa
ρ∞k
twpfe~DtwvOQtwz´(vM~frv¹fe~¢¯tºqDautwp³¨®~^dGfz¯uqDafpDq^qDtwvM^~Dn°e|u~D~feqp
uv½vMqM^utwpDa^<arf/rvMpDq^oqz^x|frp
Jk(x) =
∂ρ∞k
∂x
+ ρ∞k
(
v −
∑
l 6=k
αklρ∞l
)
= ck.
`bafe~fY¨ÆvM~fz¯u§3autxwfqDaf7dMe~vzprvMutw/rvMpDq^qp {ck, k = 1, . . . , n} ^~f7tºu~Dtetuxwf:ufeqfe~jªdtfr¨®~vMdqDafBfe~DtwvOQtwsBvM|u^~DnrvMQtqDtwvMpbrvMpDqD~^tqp3^¨®~vMdqDaf uÄufrrfe~^yf
z^x|frp¬v^¨Zf¢MaG^~DqDtwexwfpDfretwfrp¹¯zqDafen¢^^xwpv7sf3Qt~freqDxnufe~Dtfr½¨®~vMdAqDafbdtwe~vzprvMutw
dGvOufexÅ¯MppvovM<Mp3qDaf/pqD~D|eqD|u~^xrvMpDq^oqpuvfYÄQtwpDq¢´
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hÂvM|u~³u~frrfrQtuyGpDqD|Qtwfrp¢¯o§¶f@ufeOtwpfrÁpafedGfqv	vMsuq^tºÉ|utwxtdtq^q³pDqf¢MQnGpq^qfz¯
~pq©¨ÆvM~bqDaf~fefe~pDtsuxwfp{|^~fYªÅx^qDqDtwrf7dGvOufext    «¯u^º^xwpv¨®vM~³qDaf  ºdGvOufexB§3afe
tq@twp@vMQªÅ~fefe~pDtsuxwf¢Mpf   «´Ì@fe~f§³f	yfefe~^xt&¢f½qDautwpu~vOrfrQ|u~f½qvqD~^pDtwfeq
n
ªÅq«nOBf
^~DqDtwexwf:pDnOpqfedGp¢¯Q~frpDqDtuy|uBvMºqDafanQQ~voQnO^dtwaonoBvMqDafrpDtwp^~DqDt^xxnºfrpDq^suxtwpafrºt
pfreqDtwvM  ¯^º§3autwa§3txx;sf7u~fretwpfexn°pq^qfrZ´
ÊvM~^nÁ^~DqDtwexwfYªÅq«nOf
k
¯uqDaf~frp¢^xwfr<Qtwpe~feqf/e|u~D~feq~f¢Mup
J (N)k
( i
N
)  = λ+k (i+ 1)X
k
i − λ−k (i)Xki+1, i = 1, . . . , N,
ÆQ´   
§3tqDa









λ+k (i)
 =
∑
l 6=k
λkl
N
X li + ΓkX
k
i ,
λ−k (i)
 =
∑
l 6=k
λlk
N
X li + ΓkX
k
i ,
§3afe~fº^~DsutqD~^~Dn rvMpDq^qp
Γk
arfÁsfrfe tqD~vOQ|rfr RqDafen>vMq½dGvOQt­¨RnJqDafÁz^x|fv^¨
Jk
qv°fepD|u~f½qDa^q/qDaf
λ±k
ßp7fefe~/M^utwpa;´`v°sfrvMpDtwpqfeq/§3tqDa>vMqDafe~/p¢^xtuyp¹¯
Γktwp½MppD|udGfr¿qvp¢^xwfGxt ² f
N
´i|u~anOvMqDafrpDtwp	twp:qDa^q
Jk
aMp<xtdtqDtuyQtwpDqD~Dtsu|uqDtwvM;¯
Jk(x)
¯pD|a<qDa^q¢¯Q¨ÆvM~^n°tqfeyz~^suxwfrvMduxwfYÄoªÅz^x|frº¨®|ueqDtwvM
α
¯
lim
N→∞
1
N
N
∑
i=1
α
( i
N
)
J (N)k
( i
N
)
=
∫ 1
0
α(x)Jk(x)dx.
ÆQ´ 	 
hÂ MuQtqDtwvM;¯©qDaf°pDnQpDqfed §3txxbsf°p^tw  
 	    ! e¯³t­¨qDafe~fºfYÄQtwpDqppDtuyzxwf°Qt­±|ptwvM
rvMpq^q
D
¯upD|a<qDa^q¢¯u¨®vM~^xx;^t~v^¨ËpDBfretwfrp
(k, l)
¯
lim
N→∞
λkl(N)
N2
= D [equidiffusion].
`vptduxt­¨RnGqDafvMq^qDtwvM;¯QrvMpDtwufe~3fr{|^qDtwvM¨ÆvM~
k = 1
¯O§3~DtqDtuy
Ja
= J1
^~feuxMetuy
X1i
sn
Ai
´(`bafepvMxotuy ÆQ´    Mp	xtf¢^~pDnQpDqfedÀnOtwfexwup
Ai+1 =
λ+a (i+ 1)Ai − J (N)a
(
i
N
)
λ−a (i)
.
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`bautwp~fex^qDtwvMpDautsfeqÂ§¶frfe
Ai
^
Ai+1
¢^sBf7tqfe~^qfrZ¯sonºdGf¢^pv^¨©
2 × 2 d^qD~Dt­Äu~vOQ|eqp¢´ºhÂufrfrZ¯"tqD~vOQ|etuyqDaf^t~	v^¨3|udsfe~p
(ui, vi)
pD|a»qDa^q
Ai =
ui
vi
¯qDaf
~fre|u~ptwvM<sfrrvMdGfrp


ui+1
vi+1

 =





√
λ+a (i+1)
λ−a (i)
− J
(N)
a
(
i
N
)
√
λ+a (i+1)λ
−
a (i)
0
√
λ−a (i)
λ+a (i+1)







ui
vi


 = Mi


ui
vi

 ,
§3afe~f¬¨®vM~"rvMfeutwferf³§¶f³QtOtwufr:fefe~DnOqDautuysonqDaf©rvMddGvM¨ÆMeqvM~ √
λ−a (i)λ
+
a (i+ 1)
´
ÇLfeq|puffqDaf/{o|^qDtqDtwfrp 
p
sfetuyÁ	vzpDtqDtf7toqfeyfe~ 
G(N)a0
(i+ p
N
,
i
N
)  =
i+p
∏
j=i





√
λ+a (j+1)
λ−a (j)
0
0
√
λ−a (j)
λ+a (j+1)





,
G(N)a
(i+ p
N
,
i
N
)  =
i+p
∏
j=i
Mj ,
σ(N)a
( i
N
)  =



0 − J
(N)
a
(
i
N
)
√
λ+a (i+1)λ
−
a (i)
0 0



.
gbfr¢^|pf:v^¨qDaf|uuBfe~qD~Dt^uyz|ux^~pqD~D|eqD|u~f/v^¨
σ
¯Q§³fdrnºpDtduxnºfYÄQu~frpp
G(N)
Mp
G(N)a
(i+ p
N
,
i
N
)
= G(N)a0
(i+ p
N
,
i
N
)
+
p
∑
j=0
G(N)a0
( i+ p
N
,
i+ j + 1
N
)
σ(N)a
( i+ j
N
)
G(N)a0
(i+ j − 1
N
,
i
N
)
.
`v9a^QxwfqDautwpºfr{|^qDtwvM t·qDafJrvMqDto|vM|p<xtdtq¢¯7^MuQtqDtwvM^x/qD~^pj¨ÆvM~Dd^qDtwvM twp
frfrufrZ´©Ç;feq|puff
Li =



√
Γa
λ+a (i)
0
0
√
λ+a (i)
Γa



, Ri =



√
λ−a (i)
Γa
0
0
√
λ−a (i)
Γa



,
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^





G̃(N)a
( i+ p
N
,
i
N
)
= Li+p+1G
(N)
a
(i+ p
N
,
i
N
)
Ri
G̃(N)a0
( i+ p
N
,
i
N
)
= Li+p+1G
(N)
a0
(i+ p
N
,
i
N
)
Ri
.
ÆQ´   
`bafe
G̃(N)
¯
G̃(N)0
^
σ̃(N)
fe~Dt­¨RnÁqDaffe§)fr{o|^qDtwvM
G̃(N)a
( i+ p
N
,
i
N
)
= G̃(N)a0
( i+ p
N
,
i
N
)
+
p
∑
j=0
G̃(N)a0
( i+ p
N
,
i+ j + 1
N
)
σ̃(N)a
(i+ j
N
)
G̃(N)a0
( i+ j
N
,
i+ 1
N
)
,
ÆQ´   
§3afe~f
σ̃(N)a
( i
N
)
=



0 − ΓaJ
(N)
a (
i
N
)
λ+a (i+1)λ
−
a (i)
0 0



.
@vMqDtuyÁqDa^q
Ai+p+1Γa/λ
+
a (i + p+ 1) = Ai+p+1
^
AiΓa/λ
−
a (i) = Ai
¯qDaf:tqfe~^qDtwvM
sBfeq«§³frfe
i
^
i+ p
yztfrp
Ai+p+1 =
G̃(N)a11
( i+p
N ,
i
N
)
Ai + G̃
(N)
a12
( i+p
N ,
i
N
)
G̃(N)a22
( i+p
N ,
i
N
) .
¼>f½¢^.v¢§u~v qsonqDaf	xr§Av^¨³x^~Dyf	|ud:sBfe~pt>fr{o|^qDtwvM ÆQ´   Y´:Ê"t~pDqv^¨b^xxÅ¯¨ÆvM~
N
x^~Dyfz¯^ uÄQtuy
x = i/N
^
y = p/N
¯u§³fyfeq
G̃(N)a0
(i+ p
N
,
i
N
)
= exp
(σ3
2
i+p,n
∑
j=i+1,k=2
log
λak
λka
Xkj
)
= exp
(σ3
2
∫ x+y
x
du
n
∑
k=2
αakρk(u) + o(1)
)
,
§3afe~f
σ3 =
[
1 0
0 −1
] ¯¨R~vMd qDafGanQQ~vOQno^dtwanOvMqDafrptwp¢´º`Lvu~vorfrfr¿¨R|u~DqDafe~¢¯"§³f
a¢fqvGQtwpDqDtuyz|utwpa<sfeqÂ§¶frfeq«§¶vpDtqD|^qDtwvMp¢´
  & &  /   	 -
	 ¥£u &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fr¢^xxtuyJqDa^q
Γa
twpG¨R~frfÁ^~^dGfeqfe~§3autwa&p¢^xwfrp½xt ² f
N
¯¬tqtwprvMofeutwfeqt qDaf
 
 	   
 "¢Mpfqv½tdBvzpf7qDafxtdtq
lim
N→∞
Γa(N)
N
= D.
`bafe;¯fYÄO^Qtuy
σ̃(i/N)
§3tqDa<~frpDBfreq3qv
1/N
notwfexwup
σ̃(N)a
( i
N
)
=



0 −J
(N)
a (
i
N
)
ND
0 0



+ O
(
N−2
)
,
^<qDaf7xtdtq
G̃a(x+ y, x)
= lim
N→∞
G̃(N)a
( i+ p
N
,
i
N
)
twpu~v¢Otwufrºsnºfr{o|^qDtwvM ÆQ´   Y´¬Ì@ferf
G̃a(x+y, x) = G̃a0(x+y, x)+
∫ x+y
x
duG̃a0(x+y, x+u)σ̃a(x+u)G̃a0(x+u, x),
ÆQ´   
§3tqDa
G̃a0(y, x) = exp
(σ3
2
∫ y
x
du
n
∑
k=2
αakρk(u)
)
,
pqDtxxsonGot~DqD|f@v^¨LqDafanQQ~voQnO^dtw7anOBvMqDafrpDtwp ÆQ´ 	 Y´v¹§ tq³twp¶vzpptsuxwfqv	exwvzpfqDaf
fr{o|^qDtwvMpsBfeq«§³frfeufepDtqDtwfrp^<e|u~D~feqp¢´¶Ç;feqDqDtuy
qa
( i
N
)  = E
(
Ai
∣
∣
∣
{Xkj , j < i, k = 1 . . . n}
)
,
§³farf
qa(
i
N
) =
G̃a11
(
i
N , 1
)
A1 + G̃
a
12
(
i
N , 1
)
G̃a22
(
i
N , 1
) + o(1).
Ì@ferfz¯^q uÄufr
x = i/N
¯u§¶f/yfeq3qDafxtdtq~fex^qDtwvM
ρa(x)
=
ua(x)
va(x)
= lim
N→∞
qa(
i
N
),
§3afe~f
ua
^
va
p^qDtwpj¨®nqDafQt­±Zfe~feqDt^x"pDnOpqfed
∂ua
∂x
=
1
2
n
∑
k=2
αakρk(x)ua −
1
D
Ja(x)va,
∂va
∂x
= −1
2
n
∑
k=2
αakρk(x)va,
ÆQ´  
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 z
Mp½Qt~freqrvMpfr{o|ferf:v^¨ËQ´  Q´
 vMdsututuy<qDafrpfxMpDq7q«§³vºfr{|^qDtwvMp7qvÁ§3~Dtqf
ρ′a = (u
′
ava − v′aua)/v2a
¯§³fvMsuq^t.qDaf
^xufeqfe~DdtutwpDqDtw:fYÄQu~frppDtwvM°¨ÆvM~3qDaf/e|u~D~feq
Ja(x) = D
(
−∂ρa
∂x
+
n
∑
k=2
αakρkρa
)
,
ÆQ´   
§3autwa;¯rvMdsutfr<§3tqDa<qDafrvMoqDt|utq«nfr{|^qDtwvM
∂ρa
∂t
+
∂Ja
∂x
= 0,
xwf¢Mup7^y^tqvÁg¶|u~Dyfe~ßp@aonOQ~vOQno^dtw	fr{o|^qDtwvM;´ @pDtuyqDaf	rfeqD~^x"xtdtqqDafrvM~fed<¯
tq¶twp¶^xwpv:vzppDtsuxwfqvfrpDq^suxtwpDasonqDaf^sBv¢f7^uu~vMaÁM^~DtwvM|p³fr{o|^qDtwvMp¬¨ÆvM~¶pDqvOaMpqDtw
aonOQ~vOQnO^dtwrp^<e|u~D~feoqÉ|eqD|^qDtwvMp¢´¶`bautwp3twp3BvzpDqDvMfr°qvpfreqDtwvMO´àQ´  ´
  &  &   & ¡ - ) /   	 -
	 ¥£u &ZÌfe~fz¯oqDafxtdtq ÆQ´   ¬twp³/sutq©dGvM~fqD~Dtw ² n´(h«¨ÆMeq¢¯qDaf
fYÄQ^pDtwvM v^¨
σ̃
tvMxfrprvM~D~fex^qDtwvMpsBfeq«§³frfe&e|u~D~feqpG^9ufepDtqDtwfrp½§3autwa&^x~f¢MQn
^uBf¢^~Gt qDafºxwf¢MQtuy¿qfe~DdGp¢¯³^Ã§¶f<fYÄQfreq^ÃfY±ZfreqDtf<Qt­±B|pDtwvM&rvMpDq^oqv^¨7qDaf
¨ÆvM~Dd
Da(ρ) = D exp
(
n
∑
k=2
βakρk
)
,
§3tqDa







D  = lim
N→∞
1
N2
exp
( 1
n− 1
n
∑
k=2
log λak(N)
)
,
βak = lim
N→∞
log
( λak
N2D
)
.
¼>fÁu|u~pD|fÁv¨®|u~DqDafe~	qDaf°pDqD|Qn»v^¨qDautwp½¢Mpfz¯(§3autwa u~frpD|ud^suxn rvM|uxw sBfÁa^Qxwfr
§3tqDasuxwvo ² ª«frpDqDtd^qfrpqfrauutwrp ®pfrf   Y´
 
   
   '      +,0     ! +
`bafu~vOrfrQ|u~f:¨ÆvMxxwv¢§p@qDafxtfrpv^¨¶qDaf:u~frrfrQtuyºpD|uspfreqDtwvM;´@`baf	e|u~D~feqfr{|^qDtwvMp
rvM~D~frpvMQtuyGqvGsvMqDa<pDBfretwfrp3a¢f/qDaf@¨ÆvM~Dd
J (N)a
( i
N
) = λ+a (i)τ
a
i τ̄
a
i+1 − λ−a (i)τ̄ai τai+1,
J (N)b
( i
N
) = λ+b (i)τ
b
i τ̄
b
i+1 − λ−b (i)τ̄ bi τ bi+1,
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§3tqDaqDaf~^qfrpyztfesn ÆQ´à Y¯^<§³f/~frpDqD~DtweqqDafu~frpfeq^^xnQpDtwpqvqDafpDnOddGfeqD~Dtw
¢Mpf ®pfrf°~fex^qDtwvMpàQ´  %«´Ãfefe~pDtuy.¨ÆvM~GfYÄu^duxwfºqDaffr{|^qDtwvM ¨ÆvM~
Ja
xwf¢MupGqv.qDaf
avMdGvMyz~^uautw:~fex^qDtwvMpDaut
τai+1 =
λ+a (i)τ
a
i − J
(N)
a
(
i
N
)
(λ+a (i) − λ−a (i))τai + λ−a (i)
,
§3autwaÁ^y^tÁ¢^sBf3tqfe~^qfrson½dGf¢^p¶v^¨ZqDafd^qD~Dt­ÄGu~vOQ|eq
G̃a
^fr{|^qDtwvM ÆQ´   Y´
 ff
λ(N) =
λ+(N) + λ−(N)
2
, µ(N)  =
λ+(N) − λ−(N)
2
,
^
γ(N)  =
γ+(N) + γ−(N)
2
.
`bafeqDaf7u~vMfe~p¢^xtuyp3¨ÆvM~3x^~Dyf
N
^~fyztfesn
lim
N→∞
λ(N)
N2
= D, lim
N→∞
γ(N)
N2
= Γ, lim
N→∞
µ(N)
N
= η.
 vMoqD~^~Dn°qvqDafxMpDqpfreqDtwvM;¯qDafqD~^pj¨ÆvM~Dd^qDtwvM ÆQ´   btwpb|uufrrfrpp\^~Dn´¬¼>f7arf
σ(N)a
( i
N
)
=





0 − J
(N)
a (
i
N
)√
λ+a (i)λ
−
a (i)
√
λ+a (i)
λ−a (i)
−
√
λ−a (i)
λia(i)
0





.
Ì@fe~f
G(N)a
¢^uvMqsBfyztfefYÄQuxtwetqDxn¯su|uqtwptpDqf¢MpvMx|uqDtwvMv^¨ËqDaf¨®vMxxwv¹§3tuyrvMd:sut­ª
^qvM~Dt^xpfex­¨Tª«rvMptwpDqfeqfr{o|^qDtwvM
G(N)a
( i+ p
N
,
i
N
)
= G(N)0a
( i+ p
N
,
i
N
)
+
p
∑
j=0
G(N)0a
(i+ p
N
,
i+ j
N
)
σ(N)a
( i+ j
N
)
G(N)a
(i+ j
N
,
i+ 1
N
)
.
ÆQ´ 	 
@v¢§
τi+p+1 =
G(N)11
( i+p
N ,
i
N
)
τi +G
(N)
11
( i+p
N ,
i
N
)
G(N)21
( i+p
N ,
i
N
)
τi +G
(N)
22
( i+p
N ,
i
N
) .
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ÊvM~qDafp^dGf~f¢MpvMMp3sfY¨ÆvM~fz¯QqDafxtdtq
Ga
v^¨
G(N)a
uvOfrpp^qDtwpj¨®n
Ga(x+y, x) = G
0
a(x+y, x)+
∫ x+y
x
du G0a(x+y, x+u)σa(x+u)Ga(x+u, x),
ÆQ´àz 
§3tqDa
G0a(y, x) = exp
(
ησ3
∫ y
x
(2ρb(u) − 1)du
)
,
son³×|pDq"^uuxnotuyqDaf¬xr§ v^¨x^~Dyf¬o|ud:sBfe~pLtqDaf(¨ÆvM~Dd^xfYÄO^ptwvMv^¨
G(N)a
§3tqDa:~frpDBfreq
qv
σ(N)a
´¬hÂ<qDafu~frpfeoq~feBvM~Dq¢¯§¶f/xwf¢rfMptwufqDaf/{o|frpDqDtwvMrvMrfe~Dutuy°fYÄOtwpDqferf^
^^xnOqDtw3u~vMBfe~DqDtwfrp¶v^¨;pvMx|uqDtwvMv^¨ ÆQ´àz Y´(µ@pË¨ÆvM~(qDaffYÄQu~frppDtwvMv^¨
σa
¯§¶fd:|pDqb^y^t
Qtwpe~Dtdt^qf/sBfeq«§¶frfeq«§³vGpDtqD|^qDtwvMp¢´
   £u &
γ = λ

σa(x) =


η(2ρb − 1) −Ja(x)D
2η(2ρb − 1) η(1 − 2ρb)

 ,
§3autwa<xwf¢Mupqv½qDaf¨®vMxxwv¹§3tuyQt­±Zfe~feqDt^xpnOpDqfed<¯^^xwvMyvM|pqv ÆQ´  Y¯
∂ua
∂x
= η(2ρb − 1)ua −
1
D
Ja(x)va,
∂va
∂x
= 2η(2ρb − 1)ua + η(1 − 2ρb)va,
pv½qDa^q
Ja(x) = −D
(∂ρa
∂x
+ 2ηρa(1 − ρa)(1 − 2ρb)
)
.
   £u &
γ 6= λ 
Ç;t ² ftJqDaf    
  	    ! 
	"¢Mpfv^¨³qDaf½xMpq/pfreqDtwvM;¯;qDaffY±ZfreqDtfGQt­±B|pDtwvM>rvMpDq^q
Da(ρ)
tovMxfrp½rvM~D~fex^qDtwvMp½sfeqÂ§¶frfe
τ bi
^
τ bi+1
^
Ja(i/N)
t qDafGxwf¢MQtuyJvM~ufe~
qfe~Dd<¯^º§¶f/fYÄQBfreq	sfea¢otwvM~v^¨ËqDaf7¨ÆvM~Dd    
Da(ρb) = D exp
[
2ρb(1 − ρb) log
γ
λ
]
,
Mp	~frp|uxqv^¨(	d|uxqDtuxtw¢^qDtf/u~vOrfrpp¢´(`bautwprvM|uxwºsBf7vMsuq^tfr<qDau~vM|uyza<~fevM~Dd^xt&¹¤ª
qDtwvMqfrauutwrp^uuxtwfrQt~freqDxn°qvfr{|^qDtwvM ÆQ´ 	 Y´
ÏÏ$Ö! "#"
z  	
	! #"$
`vrvMex|uf½qDautwp@pfreqDtwvM;¯B§³fpfrfqDa^q¢¯¨®vM~
γ = λ
¯qDaf	Qt­±Bfe~feoqDt^x¬pDnQpDqfed fYÄQu~frppDtuy¯
^qÁpDqf¢MQnÃpDq^qfz¯bqDafufeqfe~DdtutwpDqDtwxtdtq°v^¨qDafp{o|^~f<x^qDqDtwrfdGvOufex§3tqDa&Bfe~DtwvOQtw
sBvM|u^~DnºrvMQtqDtwvMp ^xxn°~f¢Mup¢¯upfeqDqDtuy
νa,b = 2ρa,b − 1
¯





∂νa
∂x
= η(1 − ν2a)νb + vνa + ϕa,
∂νb
∂x
= −η(1 − ν2b )νa + vνb + ϕb,
ÆQ´à  
§3afe~f
v
twpvzppDtsuxn utqf½Q~Dt­¨Rq7fexwvOetq«n.^
ϕa = ϕ(ν̄a, ν̄b)
^
ϕb(ν̄a, ν̄b)
^~fqÂ§¶v
rvMpq^q¶e|u~D~feoqp³tGqDafqD~^pDx^qDtuy:¨R~^dGfz´(`bafrp¶e|u~D~feqp³arfqvsBfufeqfe~Ddtfrt°
pfex­¨Tª«rvMpDtwpqfeqd^ufe~¢¯Z¤¨®qfe~ uÄQtuyqDaf	rfe~^yf	ufepDtqDtwfrp
ν̄a
^
ν̄b
^<qDaf/Bfe~DtwvOQtw
sBvM|u^~DnºrvMQtqDtwvMp¢´¬ÊvM~
v = 0
¯QqDaf/pDnQpDqfed ÆQ´à  ³twpÌ@^dtxqvMut^§3tqDa
H =
η
2
[
ν2aν
2
b − ν2a − ν2b
]
+ ϕbνa − ϕaνb.
ÆQ´àz 
hÂufrfrZ¯utq3twpf¢MpnqvvMspfe~Df/qDa^q ÆQ´à  b¢^<sBf7~fe§3~DtqDqfeMp
∂νa
∂x
= −∂H
∂νb
,
∂νb
∂x
=
∂H
∂νa
.
`bafufeyfefe~^qfuÄufrGBvMtq
νa,b(x) = ν̄a,b
twp¶^x§³¢nOp3/qD~Dtot^xpvMx|uqDtwvMÁ^rvM~D~frpDvMup
qv½qDaf/~fex^qDtwvMp
ϕa = η(ν̄
2
a − 1)ν̄b, ϕb = η(1 − ν̄2b )ν̄a.
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`baf³yv^xQv^¨qDautwp(pfreqDtwvM½twpqvyvsBfenvMqDaf³x¢§9v^¨x^~Dyf¶o|ud:sBfe~p¢¯^	qv@qM ² xwf³dtwe~v^ª
prvMutw^<dMe~vzprvMutw	e|u~D~feoqp¨R~vMd pfefe~^xLBvMtqp7v^¨(otwfe§ ®rfeqD~^xËxtdtqqDafrvM~fed<¯
x^~Dyf:ufeot^qDtwvMp Y´
      
              
  
  
 
hÂ ² frfeutuy§3tqDa vM|u~^uu~vMa;¯"§³fQtwpe|pp/qDafG{|frpqDtwvM¿v^¨3xwvo¢^x©fr{o|utxtsu~Dt|ud   ¬sn
dGf¢^pv^¨"qDaf7¨ÆvMxxwv¢§3tuy¨R|ueqDtwvM^x
Y (N)t
 = exp
( 1
N
n,N
∑
k,l=1,i=1
φkl(
i
N
)Xki X
l
i+1
)
.
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¼ tqDavM|uqfeqfe~Dtuy<toqv°e|ud:sBfe~pvMdGf½qfrauutw¢^x©ufeq^txwp¹¯Bxwfeq@|p¶j|pDq@vMqDtwrf½qDa^q@qDaf½fYÄOª
uxtwetq³rvMdu|uq^qDtwvMºv^¨
L(N)t Y
(N)
t
pDav¢§p¶qDa^q
L(N)t Y
(N)
t
p¢^xwfrp©xt ² f O(N) tpDqf¢Mv^¨ O(1)Mp
L(N)t Z
(N)
t
´(`bautwpb¨ÅMeq¢^ºsBf7tqfe~Du~feqfr.Mpb¨®vMxxwv¹§p¢´¬`baf/fedut~Dtw/dGf¢MpD|u~f
µ(N)t
 =
1
N
n,N
∑
k,l=1,i=1
φkl(
i
N
)Xki X
l
i+1
twpG.rvMovMx|uqDtwvM v^¨@qDaf<QtwpDqD~Dtsu|uqDtwvM&v^¨7tqfe~j¨ÅMrfrpGsBfeq«§³frfeÃ^~DqDtwexwf<uvMd^tp§3tqDa 
pfeq@v^¨³^~DsutqD~^~Dn¨R|ueqDtwvMp¹´@`vºGyztfe.^~DqDtwexwf½ufepDtq«nQtwpDqD~Dtsu|uqDtwvM;¯ZQ~r§3.¨®~vMd qDaf
pfeqv^¨(xwvo¢^xanQQ~voQnO^dtw:ufepDtqDtwfrp¹¯rvM~D~frpDBvMup^.^~D~^uyfedGfeqv^¨(qDafrpf/toqfe~j¨ÆMrfrp
§3autwa>pvMdGfeav¢§Aa^~Meqfe~Dt&¢frp/qDaf	xwvO¢^xËrvM~D~fex^qDtwvMp/sfeqÂ§¶frfe>^~DqDtwexwfrp¢´µp7pDav¹§3Jt
pfreqDtwvM&Q´àQ¯(qDafrpfºrvM~D~fex^qDtwvMpGz^utwpDaÃ^qpDqf¢MQn»pq^qfz¯¶^q½xwf¢MpDq§3afe qDaf°pDnQpDqfed twp
 
 	   	e´vofe~v¹fe~¢¯qDautwp@p¢^xtuyqfexxwp|pqDa^q@rvM~D~fex^qDtwvMp@M^utwpDa^q@qDtdGfYª«p¢^xwf
  7qDa^qDafQt­±B|pDtwvMÁp¢^xwfz¯son@¨ÅMeqvM~¶v^¨
N
´Ë`bafe~fY¨ÆvM~fz¯OfefetqD~^pDtwfeoq¶~feyztdGfz¯
rvM~D~fex^qDtwvMp^~f:feyzxtyztsuxwf:¨ÆvM~qDaf:¨Æ^dtxnºv^¨©Qt­±B|pDtf/u~vOrfrppfrp|uufe~@pqD|Qn´µ dGvM~f
¨ÆvM~Dd^x"u~vov^¨©v^¨©qDautwp¨ÅMeqtwpvzpqDvMfrqvqDaf	rvMduxwfeqDtwvM>v^¨¬qDaf:¨R|ueqDtwvM^x¬^uu~vMa
tutqDt^qfr<t!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µ&frppfeqDt^x¨®f¢^qD|u~fv^¨7^~DqDtwexwfpDnQpDqfedGptwpqDa^qqDaf|ud:sBfe~°v^¨7^~DqDtwexwfrpÁtwpxwvo¢^xxn
rvMpfe~DfrZ´`bautwp	u~vMBfe~Dq«n>twp	~fYÉfreqfr Mp
N → ∞ sn»rvMqDto|utq«n fr{o|^qDtwvM;¯Ë§3autwa~fex^qfrpxwvo¢^xLM^~Dt^qDtwvMpv^¨"^~DqDtwexwfufepDtq«n°qvtuavMdGvMyfefrvM|pÉ|QÄQfrpvM~e|u~D~feqp¹´©hÂ
Qtwpe~feqDt&¢fr¨®~^dGfe§¶vM~ ² ¯QrvMpfe~Dz^qDtwvM°v^¨;^~DqDtwexwfrpbtwp³fYÄQu~frppfr°MrrvM~Qtuy	qvqDaf¨®vMxxwv¹§bª
tuy
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  {Jki (t, ε)} i = 1, . . . , N
,  
   0	   ,
 !,  
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 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 
k ∈ {1, . . . , n} ,   " !  i 	"
 i+ 1  ! '  
Jki (t, ε)
 =
1
ε
∑
l 6=k
(
Xki (t)X
l
i+1(t)X
l
i(t+ε)X
k
i+1(t+ε)−X li(t)Xki+1(t)Xki (t+ε)X li+1(t+ε)
)
  
ε > 0
   #   "
	"
Jki (t, ε)
   " 	 0	   " {− 1ε , 0,+1ε }
     
	 
 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 #"   
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 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lim
ε→0
Xki (t+ ε) −Xki (t)
ε
+ Jki+1(t, ε) − Jki (t, ε) = 0 a.s.,
ÅO´  
ÏÏ$Ö! "#"
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i ∈ {1, . . . , N}  ∀t ∈ R+  !"   	
	"   "  η(N)(t) #" 
      
" !
{Xki (t)}, i = 1, . . . , N ; k = 1, . . . , n}
 "   0	  {J ki (t, ε)}, i = 1, . . . , N ; k =
1, . . . , n}   		 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h(N)t,ε (φ)
= Et

exp
( 1
N
n,N
∑
k<l,i=1
φk(
i
N
)εJki (t, ε)
)∣
∣
∣
η(t)

 = o(ε) +
Et
[
exp
(
ε
n,N
∑
k 6=l,i=1
λklX
k
i X
l
i+1
(
e
1
N
ψkl(
i
N
) − 1
)
+ λlkX
l
iX
k
i+1
(
e−
1
N
ψkl(
i
N
) − 1
)
)
]
,
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φk, k = 1, . . . , n
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 `baf:vMtoqp^~fdGfe~f/rvMpfr{|ferfrp@v^¨"qDaf:ufutqDtwvMv^¨(qDafyfefe~^qvM~@^<qDaf
.^~ ² v¢Ot^¿u~vMBfe~Dq«n>v^¨3qDafu~vOrfrpp¢´ÁhÂ>^~DqDtwe|ux^~¢¯ ÅO´  7~frpD|uxqp/¨R~vMd qDafG¨ÆMeq:qDa^q¢¯
^xdGvzpqpD|u~fexn¯b^qdGvzpDqvMf½j|ud q ² frpGuxMrfºt qDaf<qDtdGfYªÅtqfe~Dz^x
ε
¯©§3afe
ε → 0 ¯ptrf	^xxËfefeqp/^~f	Q|f:qvtufeBfeufeq/}"vMtwppvMu~vorfrppfrp¢´hÂMuQtqDtwvM;¯ZvMqDafqDtdGf
toqfe~DM^x
[t, t + ε]
¯(qDaf°vore|u~D~ferf°v^¨@^~DqDtwexwfºfYÄua^uyf°sBfeq«§¶frfeÃptqfrp
i
^
i + 1
¯
rvM~D~frpvMQtuyqv
εJki (t, ε) = 1
twpvMuxn°rvMQtqDtwvMfrsnºqDaf/u~frpferf:v^¨©½^t~
(k, l)
^q
(i, i+ 1)
¯§3tqDa½qD~^pDtqDtwvM<~^qf/yztfe<sn
λklX
k
i X
l
i+1
´(`bafe~fY¨ÆvM~f
h(N)t,ε (φ) = Et
( n,N
∏
k 6=l,i=1
[
1 + ελklX
k
i X
l
i+1
(
e
1
N
ψkl(
i
N
) − 1
)
]
)
,
§3autwa;¯¤¨®qfe~ ~pDqvM~ufe~fYÄQ^pDtwvM<§3tqDa~frpDfreq3qv
ε
¯uxwf¢Mup3qv ÅO´à 7´
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 
    & 0 ,.  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 ' ! 
¾7tfep^duxwf3^qDa
η(N)(t)
^q(qDtdGf
t
¯z§³fdrn½yfefe~^qf@e|u~D~feq³pfr{|ferf {Jki (t, ε)}MrrvM~Qtuy qv qDaf>xwvO¢^xu~vOQ|eq¨ÆvM~Dd fervM|uoqfe~frf¢^~Dxtwfe~¢´¸hÂqD|u~D;¯	vMrf>qDaf pfeq
{Jki (t, ε)}
twp ² v¢§3;¯¬qDaf°pfr{o|ferf
η(t + ε)
twpG^xdGvzpDqpD|u~fexn¿ufeqfe~DdtfrZ¯bMp
ε → 0 ¯son°qDaftwufeqDtqÂn ÅO´  Y¯fYÄQu~frppDtuyrvMpfe~Dz^qDtwvMx¢§ v^¨(^~DqDtwexwfrp¢´¶¼>fqDafe~fY¨ÆvM~f/arf	^q
a^.^fYÄQuxtwetq7pDqvoaMpDqDtw|udGfe~Dtw¢^x(pafedGf	qvyfefe~^qfqDafpfr{o|ferf
η(t)
pDqfeson
pqfe;´
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ε > 0

N ∈ N          	 " 
Qn+1(η) =
∑
η′
Pε(η|η′)Qn(η),
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Pε(η|η′)
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ε → 0 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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Pt=nε(η)
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 `bafe~ftwp¬vMuxnqDautuy:qv/pDav¢§  ∀T > 0 ¯qDafbu~vMs^sutxtq«n pε qDa^q ∃ t ∈ [0, T ] ¯pD|aqDa^qq«§¶v°M^MrfeqqD~^ptqDtwvMpvOre|u~§3tqDautqDafp^dGfqDtdGfYªÅtoqfe~DM^x
[t, t+ ε]
¯uqfeupqv
0
§3afe
ε→ 0 ´(`bautwp³twp³§³^~D~^qfr°sonqDaf¨ÆMeq³qDa^qbqDafqvMq^xBo|ud:sBfe~bv^¨qD~^pDtqDtwvMp³¨®vM~
t < T
twp^xdGvzpDqrfe~Dq^tuxn utqfz´©h«ufrfrZ¯u§³farf
pε ≤ 1 −
(
1 − (max
kl
λkl)
2ε2
)
NT
ε →
ε→0
0.
ÊvM~qDafanQQ~vOQno^dtw:xtdtqqDaf~^qfrp
λkl
p¢^xwfxt ² f
N2
¨ÆvM~3x^~Dyf
N
´¶`ba|p¢¯tq§3txx;sBf
rvMofeutwfeq/qvÁq ² fpDtuyzxwf	xtdtq
ε  = ε(N) → 0 Mp N → ∞ ¯ptrfqDaf½rvMQtqDtwvM.¨ÆvM~qDafpafedGf/qv½sBf7dGf¢^utuyM¨®|uxL§3~Dtqfrp
Nε(N)(max
kl
λkl)
2 = o(1),
pv½qDa^q§¶f:yfeq½p¢^xtuyv^¨
ε(N) = o(N−5)
qvdGfrfeqvM|u~frfrup¹´¬`bautwp§3txx^xxwv¹§)|p¢¯t
qDafpfr{|fexÅ¯uqv½d ² f/|pf/v^¨qDaf^uu~vrÄQtd^qDtwvM
N
∑
i=1
αki
(
Xki (t+ ε) −Xki (t) −
∑
l
(
Jki−1 − Jki
)
ε
)
= o(ε),
¨ÆvM~^nºpfeqv^¨ËsBvM|uufr<rvMduxwfYÄº|ud:sBfe~p {αki }
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¼>f	^~f/tvzpDtqDtwvMqvfYÄQuxwvMtqqDafrvMQtqDtwvM^xËu~voQ|eq¨®vM~Dd ÅO´à 3qvfe~j¨ÆvM~Dd Gd^Qª
utuy¯t<qDaf/pDut~Dtq@v^¨ËÇ;fedd  ´  v^¨    ¶¯utvM~ufe~qvGvMsuq^tQnO^dtw¢^xLufrpe~DtuqDtwvM
v^¨BqDafpnOpDqfed<¯tGqfe~DdGp©v^¨;pvMdGffYÄQqfe~D^x¨®~frfb~^uvMdu~vOrfrpp¢´Ë`v/qDautwp©feG§¶fMppD|udGf
qDafM^xtwQtqÂnGv^¨BqDafanQQ~voQnO^dtwxtdtq¢¯QMp¶/sMpDtw3BvMtq¢¯Q^G§³f~fexnvMqDafb¨ÆvMxxwv¢§3tuy
xwfeddQ´
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ρk
 ! '  
E
[
exp
( 1
N
n,N
∑
k,i=1
Xki φk
( i
N
))
]
= exp
(
n,N
∑
k,i=1
log
[
1 + ρk
( i
N
)(
eφk
(
i
N
)
− 1
)
]
+ o(N−2)
)
,
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φk
 	"  
φ = sup
1≤k≤n;x∈[0,1]
(φk(x))
   " 
E
[
exp
( 1
N
N
∑
k<l,i=1
φk(
i
N
)φl(
i
N
)Xki X
l
i
)
]
=
exp
( 1
N
N
∑
k<l,i=1
φk(
i
N
)φl(
i
N
)ρk
( i
N
)
ρl
( i
N
)
+ o
( φ
N
)
)
.
Ê~vMd qDautwp3§¶f:ufrQ|rf/qDaf@¨ÆvMxxwv¢§3tuytwufeoqDtq«n¯
h(N)t,ε (φ) = exp
(
ε
n,N
∑
k<l,i=1
λklρ
k
( i
N
)
ρl
( i+ 1
N
)(
e
1
N
ψkl(
i
N
) − 1
)
+ λlkρ
l
( i
N
)
ρk
( i+ 1
N
)(
e−
1
N
ψkl(
i
N
) − 1
)
)
+ o(ε)
)
,
ÅO´  
§3autwa°xwf¢Mupbqv~frrv¹fe~ RtÁvM|u~3pDBfret 7rvMqfYÄQq ³/¨ÆvM~Dd:|ux^qDtwvM<v^¨qDafyfefe~^xB~frpD|uxq3v^¨
  LrvMrfe~DutuyÉ|eqD|^qDtwvMx¢§pv^¨(e|u~D~feqp¨®vM~Qt­±B|pDtf/pDnQpDqfedGp¢´
 ffqDaf@¨ÆvMxxwv¢§3tuy
n× n pDnoddGfeqD~Dtw7d^qD~Dt­Ä M{ρk, k = 1, . . . , n}



Mij = −ρiρj , i 6= j,
Mii = ρi(1 − ρi).
`baf½ufeqfe~Ddt^oq:v^¨©qDaf	d^qD~Dt­Ätwp ∏n
k=1 ρk
¯ZpvqDa^q@tq7twp7tofe~DqDtsuxwf½t­¨©vMfv^¨©qDaf
ρkz^utwpDafrp¢¯QqDaf/tfe~pfsBfetuyGyztfe<son





M−1ij =
1
ρi
+
1
ρn
, i 6= j,
M−1ii =
1
ρn
.
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¤¨®qfe~/a¢otuyq ² fe¿tqvMrrvM|uqqDafGfYÄQex|ptwvM»rvMQtqDtwvM ∑n
k=1 ρk = 1
´ºlotrfGfefe~Dn
xtf
k
vM~rvMx|ud
k
pD|udGpqv
ρkρn > 0
¯"^xx(qDaffetyfez^x|frp	^~fGpqD~DtweqDxnBvzpDtqDtfz¯^
aferf
M(ρ)
v¹§p	~f¢^xLp{|^~fYªÅ~vOvMq3d^qD~Dt­Ä
M
1
2 (ρ)
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φk, k = 1, . . . , n − 1
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x ∈ [0, 1]  {wki , k = 1, . . . , n − 1}
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t
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1
N
n,N
∑
k,i=1
φk(
i
N
)Jki ε =
1
N
n,N
∑
k,i=1
φk(
i
N
)
[
J k(ρ( i
N
))ε+
√
Dε
n
∑
l=1
M
1
2
kl
(
ρ
( i
N
)
)
wli
]
+ O(N−2), a.s.,ÅO´à 
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J k({ρl, l = 1 . . . n}) = −D
(∂ρk
∂x
+
∑
l 6=k
αklρkρl
)
.
`bafÁxtfrpGv^¨^~Dyz|udGfeqps^~fºpvMdGf¨Æf¢^qD|u~frpt rvMddGvM §3tqDa qDafºvMfrp½u~vMBvzpfr9t
    RqvpDqD|QnÉ|eqD|^qDtwvMp^qpqf¢MQn.pq^qf Y´ºfr¢^xxÅ¯snJxr§v^¨3x^~Dyfo|ud:sBfe~p¢¯"qDa^q
rvM~D~fex^qDtwvMp^~ffeyzxtyztsuxwf½^uvvMq¤±ZfreqqDaf:fYÄQu~frppDtwvMv^¨ËqDafufeqfe~DdtutwpDqDtw	e|u~jª
~feoqp ÆQ´   Y´¬`bautwpËj|pDqDt frpbqDafd^uutuy ÅO´à Y´©iºqDaf/vMqDafe~3a^Z¯uqDaf¢^xwe|ux^qDtwvMv^¨
rvOf  rfeqp
M
1
2
ij
twpuvMfsn°rvMd^~Dtuy
h(N)t,ε
t ÅO´  ³§3tqDa
E
[
exp
( 1
N
n,N
∑
k,i=1
φk
( i
N
)
√
DεM
1
2
kl(
i
N
)wli
)
]
=
exp
( Dε
2N2
∑
kl
φk
( i
N
)
Mkl
( i
N
)
φl
( i
N
)
+ o(ε)
)
.
µ@p
M
1
2
twppDnOddGfeqD~Dtwz¯u§¶f/pfrfqDa^qqDafp^qDtwpj¨ÅMeqvM~Dn°fYÄOu~frpptwvMº¨®vM~
M
twp3qDaf/vMfyztfe
^sBv¢fz´³lOfeqDqDtuy¯u¨ÆvM~
k = 1, . . . , n
¯
Y (N)k (x, t)
 =
1√
N
[xN ]
∑
i=1
wki ,
qDafrvM~D~frpvMQtuy§3autqfvMtwpfu~vOrfrppfrp
W k(x, t) = lim
N→∞
Y (N)k (x, t),
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e|u~D~feoq¬É|eqD|^qDtwvMp¶tGqDafrvMoqDt|vM|p¶xtdtq¢´(h«q(twp(§³vM~DqDa~fed^~ ² tuy:qDa^q¢¯oQ|f
qv½qDaf:fYÄQex|pDtwvMrvMpDqD~^tq
n
∑
k=1
Jki (t, ε) = 0, ∀i ∈ {1, . . . , N},
qDafe~f^~fvMuxn
n− 1 tufeBfe^qu~vorfrppfrp dW k(x, t) ´
           
  "   
  
`L§¶vd^t{|^oqDtqDtwfrp§3tqDasf/fYÄQuxwvM~frºt<qDautwppfreqDtwvM (qDaf/Ç^yz~^uyzt^.^ºqDaf/x^~Dyf
ufeOt^qDtwvMº¨®|ueqDtwvM^xÅ´
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 	
  '    *
`bafu~frrfrQtuypfreqDtwvMu~v¹otwufrp³|p¶§3tqDaqDafrvof  etwfeoqp¶frfrufrÁtÁvM~ufe~¶qv	Mautwfef7^
afe|u~DtwpqDtw/ufe~DtM^qDtwvMv^¨"qDafÇ^yz~^uyzt^   ufrpe~DtsutuyGqDaf/e|u~D~feqÉ|eqD|^qDtwvMp¢´³¾7tfe
ρ(N)k
qDaffedut~Dtw¢^xLdGf¢Mp|u~f
ρ(N)k (x, t)
 =
1
N
n
∑
i=1
Xki (t)δ
(
x− i
N
)
,
MppD|uddtuy½qDaf@pnOpDqfed MQdtqpanQQ~vOQno^dtwufrpe~DtuqDtwvMºt°qfe~DdGp3v^¨ufeptq«n fexwup
ρk(x, t)
¯ZqDafpq^qfedGfeq/t   ËtwpqDa^q7qDafe~f	twpx^~Dyf	ufeOt^qDtwvMJu~Dtetuxwf¨®vM~7qDaf½pDq¤ª
qDtwvM^~Dn	dGf¢MpD|u~fz´ËhÂ½vMqDafe~©§¶vM~up¢¯zqDafbu~vMs^sutxtqÂn½qDa^q¬qDaf³dGf¢MpD|u~f
ρ(N)k
ufeOt^qfrpË¨®~vMd
qDaf7aonOQ~vOQnO^dtw:ufepDtqÂnÁu~v xwf
ρk
twpfYÄOBvMfeqDt^xxnºpDd^xx"^ºyztfe<sn
P
{
ρ(N)(t) ' ρ̂(t), t ∈ [t1, t2]
}
' e−NI[t1,t2](ρ̂),
§3tqDa
I[t1,t2](ρ̂) =
∫ t2
t1
L(ρ̂(t), ∂tρ̂(t))dt.
`baf3ufeOt^qDtwvM¨®~vMdanQQ~voQnO^dtwpvMx|uqDtwvMp¬rvMdGfb¨®~vMdAe|u~D~feq(É|eqD|^qDtwvMp¢´¬¼J~DtqDtuy
¨ÆvM~Dd^xxn 5−1  = ∫ x0
¯;qDafG{o|^qDtqÂn 5−1 ∂ρ̂(N)k∂t + J k(ρ̂)
¯L~feu~frpfeqpqDaf½É|eqD|^qDtwvM9v^¨
ÍRÎ"ÏLÍ®Ð
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qDaf°e|u~D~feoq
Jk
´Jfefe~pDtuyqDafÁ~fex^qDtwvMpDaut sBfeq«§¶frfeÃe|u~D~feoq½É|eqD|^qDtwvM&^ §3autqf
vMtwpf7u~vorfrppxwf¢Mupqv
dW l(x, t) ' dY (N)l (x, t) =
√
ε
DN
n
∑
k=1
M
− 1
2
lk
(
5−1∂ρ̂k
∂t
+ Jk(ρ̂)
)
, l = 1, . . . , n− 1.
ÅO´à 
`bafe;¯¬u|uqDqDtuyJqDaf:DvMtqQtwpDqD~Dtsu|uqDtwvMÃv^¨ {dW k(x, t);x ∈ [0, 1], k = 1, . . . , n − 1} tÅO´à Y¯§¶f/vMsuq^t
L(ρ̂(t), ∂tρ̂(t))dt =
1
2
∫ 1
0
dx
n−1
∑
k=1
(dW k(x, t)
dx
)2
=
1
2D
∫ 1
0
dx
n−1
∑
k=1
n
∑
k=1
M
− 1
2
lk
(
5−1∂ρ̂k
∂t
+ Jk(ρ̂)
)2
dt,
§3afe~f
ε
aMpbsBfrfetwufeoqDt frº§3tqDa
dt
^
dx
§3tqDa
1/N
´(`bafe;¯QqDaf7pDnOddGfeqD~Dnv^¨
M−
1
2
¯
qDaf@¨ÆvM~Dd ÅO´  bv^¨
M−1
^<qDaf/fYÄQex|ptwvMrvMpDqD~^tq
n
∑
k=0
5−1∂ρ̂k
∂t
+ Jk(ρ̂) = 0,
xwf¢M<qv½qDaf^xLrvMdMeq3¨ÆvM~Dd
L(ρ̂, ∂tρ̂) =
1
2D
∫ 1
0
dx
n
∑
k=1
(
5−1 ∂ρ̂k∂t + Jk(ρ̂)
)2
ρ̂k
.
  
 	
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Ì@fe~f7§¶f/u~vorfrfrMpt!  «´(Ç;feq
πk
¯QqDaf/rvMMj|uy^qfz^~Dt^suxwf/v^¨
ρk
¯
πk(x, t)
=
∂L(ρ̂, ∂tρ)
∂∂tρ(x, t)
.
`baf:Ì@^dtxqvMut^<twpqDafe<yztfe<sn
H({ρk, πk}) =
∫ 1
0
dx
n
∑
k=1
πk(x, t)∂tρk(x, t) −L.
ÏÏ$Ö! "#"
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lOvMdGf^xy^su~^tw/d^utu|ux^qDtwvMpxwf¢M°qvqDaf/fYÄQu~frppDtwvM
H({ρk, πk}) =
∫ 1
0
dx
[
∂xπkJk(ρ) −
1
2
Dρk
(
∂xπk
)2]
.
`bafeqDaf7x^~Dyf/ufeot^qDtwvM¨R|ueqDtwvM^x F ¯p\^qDtwpj¨RnOtuy
P (ρ(N) ' ρ) ' e−NF(ρ),
dtyzaoqsBfufe~DtfrZ¯Mp3t   «¯O¨®~vMd 	~feyz|ux^~z^~Dt^qDtwvM^xLu~Dtetuxwf
F(ρ) = inf
ρ̂
I[−∞,0](ρ̂),
§3afe~f:qDafdtutd:|ud twpq ² fev¢fe~7^xx;qD~¤jfreqvM~Dtwfrp
ρ̂
rvMufreqDtuyÁqDaf/pDq^qDtwvM^~Dn<ufeqfe~jª
dtutwpqDtw@fr{o|utxtsu~Dt|ud u~v xwfrp
ρ̄k
qv
ρ
´Ë`bautwpbdGf¢^p³qDa^q F ^qDafMeqDtwvMÁ¨R|ueqDtwvM^x Id|pDqp^qDtwpD¨RnqDaf~fex^qfr<Ì7^dtxqvMQª«MrvMsut"fr{o|^qDtwvM
H
(
{ρk,
∂F
∂ρk
}
)
= 0.
hÂMuQtqDtwvM;¯vMf/¢^afr ² qDaf7~fex^qDtwvM
F = S + U ,
§3afe~f











S =
∫ 1
0
dx
n
∑
k=1
ρk log ρk,
U = 1
2
∫ 1
0
dx
∫ x
0
∑
k 6=l
αklρk(x)ρl(y)dy,
¨®vM~Dd^x~f¢MQn<fervM|uqfe~fr.tqDaf/~fefe~pDtsuxwf	¢Mpfz¯pfrf/fr{o|^qDtwvM ÆQ´à Y´hÂufrfrZ¯§3afe
qDafu~vOrfrpp:twp~fefe~pDtsuxwfz¯ U twp:qD~^pDx^qDtwvM9toM^~Dt^oq RtÅ´ßfz´tufeBfeufeqv^¨qDaftutqDt^xtoqfeyz~^qDtwvMBvMtq¢¯afe~fpfeqqv &¢fe~v Y¯^<pv
∂S
∂ρk(x)
=
Jk
Dρk
.
¼>fp ² tºqDaft~D~fefe~ptsuxwf:¢Mpfz¯Q§3autwadtyzaqsfpvMxfr^xwvMuyGqDafxtfrpv^¨(pfreqDtwvMQ´
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hÂ qDautwp½~fevM~Dq½§¶f°pDqD~v¹fÁqvu|uq	¨ÆvM~D§³^~ pvMdGfÁqfrauutwrp¢¯¶^ qv.fYÄOqfe dGfeqDavOup½qv
qM ² xwfqDafu~vMsuxwfed v^¨Zd^uutuy	Qtwpe~feqfdGvoufexqv:rvMoqDt|vM|pbfr{|^qDtwvMp¹´(h«G^~DqDtwe|ux^~
§³f.pDav¢§³fr)»§³rn·v^¨vMsuq^tutuy ¨®|ueqDtwvM^x/fr{o|^qDtwvMp°qv»a^Qxwf.qDafaonOQ~vOQno^dtw
~feyztdGfz´ 1 fe.tqDafrvMoqfYÄOqv^¨¶fe~DnpDBfret :dGvOufexÅ¯^dGfexnpDqvOaMpqDtwQtwpDqvM~DqDtwvMp
v^¨(Qtwpe~feqf/e|u~Dfrp¹¯pvMdGfvMBfe<a^~º{|frpqDtwvMp~fed^t;´
• `bafufeqfe~Ddt^qDtwvMºv^¨;qDaftz^~Dt^qbdGf¢MpD|u~ftqDafyfefe~^xB¢Mpfz¯O^q¶qDafQtwpe~feqfxwfefexÅ¯u§3autwa§¶vM|uxwºyfefe~^xt&¢f:qDafqvMq^xxn<MpDnOddGfeqD~Dtw/¢Mpf   Q¯z«´
• `bafb^^xnQpDtwpËv^¨Ì7^dtxqvMQª«MrvMsutfr{o|^qDtwvMpËqv@vMsuq^tG ² t½v^¨rvMoqDt|vM|p©rvM|uQªqfe~D^~Dqv^¨ËqDaftz^~Dt^qdGf¢MpD|u~frp¢¯u^dGfexn°x^~Dyf/ufeOt^qDtwvMº¨®|ueqDtwvM^xwp¢´
µxwpvqDafpDqD|Qn»v^¨qDaf  MªÅ^~DqDtwexwf°¢MpfÁrvM~D~frpDBvMQtuy.qv yz|u~fºQ´àsu|uq	vMq	~feBvM~Dqfr
afe~fz¯pfrfedGpqvGsBf/~Dtwa.v^¨(tqfe~frpDqDtuyºrvMdsut^qvM~Dt^x¨Æf¢^qD|u~frp¢¯§3autwa§¶f	rvM|uxw<vMqnfeq
toqfe~Du~feq¢´
¼ tqDa~fey^~qvaonOQ~vOQnO^dtw3xtdtqp¢¯qDafe~fbtwp¶@u| & &rxtuy:twppD|fz¯^dGfexn	§3afe^~DqDtwexwfYª
pfretwfrpËQt­±B|pf³^qËz^~DtwvM|pËpDfrfrup¹¯Mt§3a^qË§¶fb¢^xxwfr½qDaf   
      ! ¢Mpfz´"ÊvM~Ëd^n
vMfYª«QtdGfeptwvM^xdGvoufexwp¹¯ztqËtwpË§¶fexx ² v¢§3GqDa^q©@pDtuyzxwf3pDxwv¹§9^~DqDtwexwf3drn½rvMpDtwufe~^suxn
dGvOQt­¨®nqDaf©dMe~vzprvMutw©sBfearOtwvM~v^¨QqDaf©pnOpDqfed ®pfrf¬fz´ y´ àzY´Ëi|u~^uu~vMa½twpB¨®vM~LqDaf
dGvMdGfeoq¶~frpqD~DtweqfrGqv:Qt­±B|pDtfvMfYª«QtdGfepDtwvM^xpnOpDqfedGp¹´ @fefe~DqDafexwfrpp¢¯ovMqDafe~³p¢^xtuyp
Rxt ² f 1 |uxwfe~ Y¯@Mp§³fexx/Mpu~vOrfrppfrpt autyzafe~ºQtdGfepDtwvM;¯@^~f.ufutqfexnÃ§¶vM~DqDa·sBfetuy
pqD|QtwfrZ´ ÊvMxxwv¢§3tuy¿qDa;¯©tqGrvM|uxw9sf°toqfe~frpDqDtuy>qvJrvMpDtwufe~dGvM~f<~f¢^xtwpDqDtwºfYÄQex|ptwvM
u~vOrfrppfrp¹¯r¨ÆvM~ZtpDq^rf(t/qDaf fexw:v^¨OqD~  (dGvOufexxtuy´"µxwpvbqDaf¶^^xnOpfrpLv^¨Ot~D~fefe~pDtsuxwf
toM^~Dt^oqpDq^qfrpt<qfe~DdGpv^¨(enOexwfrp3tqDafpDq^qfYªÅyz~^uarvM|uxwºsBffYÄQqfeufr°¨®vM~  <vM
exwvzpfr°feq«§¶vM~ ² p¢´
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